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Introduction

Ce texte, potentiellement, s'adresse toutes les personnes qui, par leurs �etudes (Classes pr�eparatoires
scienti�ques, TIPE...) ou leur sp�ecialisation (synth�ese d'image, CAO, m�ecanique...) doivent aborder l'im-
mense domaine de la g�eom�etrie di��erentielle. Avec une mention particuli�ere po ur les personnes qui font de
la physique th�eorique, et ont un besoin crucial de ces notions.

Cette discipline, depuis le milieu du XXi�eme si�ecle, a pris un degr�e de sophistication, donc d'abstraction,
qui rend extr�emement malais�e son abord, mme s'il a un bon niveau math�ematique g�en�eral. Et notamment
en autodidacte....

Cette abstraction est sans aucun doute indispensable dans un deuxi�eme temps. D'ailleurs, dans cet expos�e,
la partie consacr�ee aux formes di��erentielles fait un large appel l'abstraction. Mais, il y a grand besoin d'une
pr�esentation relativement l�eg�ere des �el�ements de base, s'appuyant de mani�ere essentielle sur l'origine de cette
discipline, �a savoir la th�eorie "classique" des courbes et surfaces, avec des repr�esentations graphiques qui
font trop souvent d�efaut dans la litt�erature actuelle.

La vis�ee p�edagogique de ce cours nous a amen�e �a certains choix. D'abord parceque le domaine concern�e
est immense. Ensuite parce que nous avons en tête le bagage actuel de l'�etudiant scienti�que (en France du
moins) et que nous avons essay�e de nous "arrimer" �a des concepts et connaissances plus ou moins acquises
ou assez faciles �a acqu�erir.

C'est la raison pour laquelle nous avons choisi l'approche par coordonn�ees, et utilis�e pour cela la pr�esentation
matricielle, chaque fois que c'�etait possible. En e�et, la culture matricielle est r�epandue et s'av�ere bien adapt�ee
�a une pr�esentation accessible d'un certain nombre de notions et notamment de la th�eorie importante (et peu
di�us�ee) du rep�ere mobile. Nous avons pris une assez grande libert�e, conceptuelle et notationnelle vis-�a-vis de
notions qui sont selon les cas intrins�eques ou au contraire d�ependant de coordonn�ees. Nous pensons que les
inconv�enients de cette approche sont faibles en rapport �a l'e�cacit�e dans l'ass imilation des notions de base.
Deux exemples parmi d'autres : 1) on ne distingue en g�en�eral pas un vecteur de la liste de ses coordonn�ees ;
ainsi le produit scalaire de deux vecteurs se trouvera �ecrit sous trois formes di��erentesUT V, U � V ou encore
�!
U �

�!
V , le contexte d�ecidant du sens pr�ecis �a donner au symbolisme utilis�e ; 2) dans la même veine, nous ne

parlons que rarement de la base vis-�a-vis de laquelle une matrice est d�e�nie, laissant au lecteur le soin de
pallier �a ce manque si le besoin s'en fait sentir. Notre exp�erience d'enseignement de ces notions �el�ementaires
un public de futurs ing�enieurs nous montre que ces abus de langage et d'�ecriture ne gênent pas les �etudiants ;
ceux-ci sont habitu�es, par l'utilisation g�en�eralis�ee d'outils logiciels tels que MatLab, �a jongler entre di��erentes
repr�esentations.
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Ce texte fait une place assez importante aux calculs que nous recommandons de faire(ou de refaire) "�a
la main" ou �a l'aide de logiciels de calcul formel (type Mathematica ou Maple). Cet aspect, parfois un peu
r�ebarbatif, est irrempla�cable pour amener une bonne familiarit�e, puis une bonne compr�ehension des objets
math�ematiques manipul�es.

Ce "calcul" revêt trois formes dans ce cours : a) calcul di��erentiel classique (avec la n�ecessit�e de regarder
tr�es attentivement ce que l'on fait lorsque l'on a �a d�eriver des fonctions compos�ees, souvent vectorielles ou
même matricielles, au travers de variables localesu et v �a exprimer en fonction d'une variable "�nale" s
par exemple...), b) calcul tensoriel et c) calcul ext�erieur (qui, l'un comme l'autre constituent des nouveaut�es
pour beaucoup de lecteurs, et dont on ne donne, de toute fa�con, qu'un aper�cu).

Cette approche "calculatoire" se trouve par exemple dans le th�eor�eme de Gauss-Bonnet qui constitue �a
la fois l'un des aboutissements de ce cours, et un point de d�epart, un camp de base, pour d'autres "courses
en montagne" dans le domaine...

Par ailleurs, nous avons choisi, chaque fois que cela ne constituait pas un obstacle, les concepts susceptibles
d'être g�en�eralis�es aux vari�et�es di��erentiables dont la th�eorie, �a peine abord�ee ici, est l'extension naturelle des
surfaces plong�ees dansR 3. C'est ce qui explique la place importante donn�ee aux formes di��erentielles et au
calcul ext�erieur, outils indispensables pour aller plus loin, mais en même temps outils relativement d�elicats
�a manipuler et que nous recommandons au lecteur de n'aborder que dans un deuxi�eme temps.

L'objectif que nous nous sommes �x�es sera atteint si ce cours a fourni �a ses lecteurs la marche interm�ediaire
qui, d'une part, donne envie, et d'autre part permet r�eellement de continuer dans le domaineen abordant
des cours de niveau plus �elev�e, utilsant les notions essentielles de champs de vecteurs, de �br�es, de connexion,
de groupes et d'alg�ebres de Lie, etc...

Le lecteur trouvera un certain nombre d'Annexes la �n ce ce texte. Selon les cas, ce sont des rappels
(d'algbre linaire, de calcul di�rentiel plusieurs variables,...), ou bien des "revisites" avec un point de vue
di�rent, de quelques notions dj abordes (Calcul extrieur), sur les surfaces minimales,etc... L'Annexe VII est
un peu part ; il s'agit d'une traduction/adaptation de quelques pages fondamentales d'unpetit ouvrage de
Hopf, un math�ematicien qui a marqu�e la g�eom�etrie di��erentielle dans les ann�ees 1950. Excellent p�edagogue
de surcrot, il balaye, dans ces quelques pages, les bases de la g�eom�etrie di��erentielle, avec des hypoth�ese
simpli�catrices, de mani�ere tr�es concise. Il nous a sembl�e que ce tout petit extrait, dans la mesure o il fait
repartir de z�ero l'�etude des surfaces, peut aider la compr�ehension de ses fondements.

R�esum�e : Aide �a la lecture de ce cours, notamment de sa premi�ere partie.

La g�eom�etrie di��erentielle dite "�el�ementaire" est l'�etude des surfaces "plo ng�ees" dans R 3.
* On suppose connues les propri�et�es essentielles des courbes planes, notamment les notionsde tangente,

normale, cercle osculateur, rayon de courbure.
* Ce cours fait une place importante la notion de rep�ere 3D, les deux rep�eres associ�es aux courbes

3D, savoir le rep�ere de Frenet et le rep�ere de Darboux, et (de mani�ere nettement plus sp�ecialis�ee) le rep�ere
mobile de Cartan. Nous en faisons une pr�esentation concise grce la notion de d�eriv�ee logarithmique (ou
d�eriv�ee de Lie) L (introduite en annexe I) d'un rep�ere R (assimil�e �a sa matrice) et "d�e�nie" par R0 = R:L
(rappelons que ce type d'�equation di��erentielle matricielle doit se penser comme �etant �equivalent �a R0R� 1 =
L, compl�etement analogue �a une d�eriv�ee logarithmique f 0

f , ce qui donne, en int�egrant par rapport �a la variable
u, R = R0 exp(uL )). De plus si R est orthogonale, ce qui sera g�en�eralement le cas,L est antisym�etrique

* Le rep�ere de Frenet F est d�e�ni pour une courbe gauche (i.e., non plane a priori) quelconque, ind�ependamment
de toute surface. L'�ecriture F 0 = F L fait apparâ�tre une matrice antisym�etrique L d�ependant de 2 coe�cients
� et � (courbure et torsion qui sont fonctions du point consid�er�e de la courbe).

* On d�e�nit tout d'abord ce qu'est une surface en privil�egiant la repr�esentation param�etrique par un point
(ou vecteur) X (u; v) = ( x(u; v); y(u; v); z(u; v) d�ependant de 2 param�etres (par exemple pour la sph�ere,u et
v sont, resp. la longitude et la latitude). Cette repr�esentation est la plus g�en�erale. De l, on peut d�e�nir des
repr�esentation plus particuli�eres telles que z = f (x; y) (en "nappes"). Ayant une repr�esentation param�etrique,
on d�e�nit les vecteurs tangents privil�egi�es X u et X v , donnant la matrice de la premi�ere forme fondamentale
FI , de coe�cients E; F; G (appel�ee encore tenseur m�etrique). On peut ensuite construire le vecteur normal
unitaire N ,
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* Les vecteurs d�eriv�es, Nu et Nv permettent d'introduire ce que l'on appelle la deuxi�eme forme fonda-
mentale FII , de coe�cients L; M; N . De l, on peut d�e�nir la matrice de Weingarten W , tr�es centrale puisque
son d�eterminant et sa demi-trace donnent les deux types de courbureK et H resp. A ce propos, il n'est pas
exag�er�e de dire que la notion de courbure est au coeur de la g�eom�etrie di��erentiel le. Les vecteurs propres de
la matrice W donnent �egalement les directions de courbure principales.

* On peut s'int�eresser �a un deuxi�eme (type de) rep�ere, Le rep�ere de Darboux D qui ne concerne, lui,
que des courbestrac�ees sur une certaine surface donn�ee. La matrice antisym�etrique M telle que D 0 = DM
fait apparâ�tre 3 nouveaux param�etres, la courbure normale � n , la courbure g�eod�esique � g et la torsion
g�eod�esique � g.

* Puisque D est d�eduit de F par une rotation d'angle ' , ce qui est traduit par la relation F = DR ' , la
d�erivation de cette relation par rapport ' donne di��erentes relations entre � , �; � n , � g, � g et '

* On retrouve certaines de ces relations, et on en obtient d'autres, essentiellement en consid�erant :
* Deux types particuliers de courbesplanestrac�ees sur la surface : d'une part, les courbes planes normales

�a la surface, c'est-�a-dire obtenues par section de la surface par un plan contenant le vecteur normal N , d'autre
part, les courbes planes obtenues par le même proc�ed�e de section, mais avec des plans pivotant non plus
autour de la normale, mais autour d'un vecteur tangent quelconque �x�e.

* Puis on d�e�nit les symboles de Christo�el � k
ij par d�ecomposition des vecteurs d�eriv�ees secondesX u;u

vis-�a-vis de la base locale (X u , X v , N ). Les � k
ij ont un rôle technique essentiel. Ils permettent notamment

d'�ecrire les �equations di��erentielles des g�eod�esiques (plus courts chemins) d'une part, et du transport parall�ele
d'autre part. Pour comprendre cette derni�ere notion, essentielle pour la suite, il estbon de la voir comme
un moyen de propager en quelque sorte des informations d'une r�egion �a une autre (d'une certaine mani�ere,
on projette certains "tres math�ematiques" sur le plan tangent, on fait roul er ce plan sur la surface, puis on
"d�eprojette" ces informations �a l'arriv�ee). Ces projections/d�eprojections font intervenir une certaine forme de
fonction exponentielle, mais nous avons choisi de ne pas pr�esenter cet outil tr�es important mais de "deuxi�eme
niveau".

* Avec le th�eor�eme de Gauss-Bonnet, on entre �egalement dans les notions d�ej�a sp�ecialis�ees, �a la fronti�ere
de la deuxi�eme partie, mais le retour sur investissement nous semble, l, tr�es �evident.

* En fait, toutes les quantit�es int�eressantes que nous avons introduites sont exprimables en fonction des
coe�cients de FI �a savoir E; F et G ( et de leurs d�eriv�ees premi�eres, secondes...) et notamment la courbure
de GaussK ("theorema egregium"). Au bilan, la normale n'intervient plus d'aucune fa�con. Et, �a partir de l�a,
la g�eom�etrie di��erentielle peut s'�etendre �a partir �a des surfaces plus abstra ites que l'on appelle des vari�et�es
di��erentielles.

Quelques conventions :
Le symbole " :=" est occasionellement utilis�e dans la suite pour d�e�nir un nouveau terme.
En ce qui concerne les d�eriv�ees, voici di��erentes conventions, toutes utilis�ees dansla suite :

f 0 :=
df
ds

�
f :=

df
dt

f u :=
@f
@u

(1)

Ainsi, la d�eriv�ee par rapport �a l'abscisse curviligne s (et occasionnellement d'autres d�eriv�ees) est not�ee
avec le "prime" traditionnel ; les d�eriv�ees par rapport au temps sont souvent not�ees avec un point ; les d�eriv�ees
des fonctions de plusieurs variables utilisentla notation indicielle qui all�ege consid�erablement les �ecritures.

Remarque : les conventions pr�ec�edentes restent valables lorsqu'on remplace la fonctionf �a valeurs
scalaires par une fonctionX �a valeurs vectorielles.

Glossaire de quelques termes anglais (lorsqu'ils di��erent du franais) permettant de trouver �eventuellement
des compl�ements (sur Internet notamment) :

tangent, normal, curvature, radius, osculating circle, Lie derivative, Frenet or Darboux frame, cross
product, geodesic torsion, plane curves, mean curvature, Gaussian curvature, mean curvature, matrix, First
or second fundamental form, Christo�el symbols (�rst and second kind), geodesic line, asymptotic line, line
of curvature, parallel transport, hyperboloid with one or two sheet(s), cylinder...
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1 Les courbes de l'espace

Une courbe de l'espace (ou "courbe gauche") peut être d�ecrite sous forme param�etrique par

X (t) = ( x(t); y(t); z(t)) t 2 I

o�u t (assimil�e au temps) d�ecrit un intervalle I � R qui peut être R tout entier. Dit autrement, une courbe
param�etr�ee est une application X : I �! R 3. On supposera cette application "su�samment d�erivable" (en
pratique, il vaudra mieux qu'elle soit C3 : voir pour cela (8)). La " trajectoire " est le lieu des points atteints,
abstraction faite des instants auquels ils ont �et�e atteints : En quelque sorte, une courbe param�etr�ee est une
trajectoire gradu�ee par le param�etre. On d�e�nit l' abscisse curviligne(voir annexe V ) entre le point de
param�etre t0 et le point de param�etre � sur cette courbe comme �etant la fonction :

s(� ) :=
Z t = �

t = t 0










�
X








 dt =

Z t = �

t = t 0

q
�
x(t)2 +

�
y(t)2 +

�
y(t)2dt telle que s(t0) = 0.

Ce qui, en d�erivant par rapport au temps � , donne (th�eor�eme de d�erivation d'une int�egrale fonction de sa
borne sup�erieure) :

v :=
ds
dt

=










�
X








 (2)

Or si nous notonsY(s) la courbe reparam�etr�ee par l'abscisse curviligne, autrement dit si Y (s(t)) = X (t), on
en d�eduit, par d�erivation :

dY
ds

ds
dt

=
dX
dt

soit
�!
t v =

�
X (3)

(en ayant pos�e
�!
t :=

dY
ds

). La relation pr�ec�edente, d'apr�es (2), entrâ�ne







�!
t






 = 1 (4)

Exemple : L'h�elice, d'�equation :
X (t) = (cos t, sin t, at)

a pour fonction abscisse curviligne (en prenantt0 = 0) :

s(� ) =
Z t = �

0

p
sin2 t + cos2 t + a2dt =

�
b

avec b = 1=
p

1 + a2

C'est un cas exceptionnel o�u l'abscisse curviligne s'exprime de fa�con simple en fonction du param�etre initial.

2 Le tri�edre de Frenet associ�e �a une courbe gauche

Dans ce qui suit, on consid�ere une courbeparam�etr�ee par son abscisse curviligne .
D'apr�es (112) :

�!
t 0, d�eriv�e du vecteur unitaire t par rapport �a s (voir (4)) est orthogonal �a

�!
t ; �a la

di��erence de
�!
t ,

�!
t 0 n'est pas unitaire ; il faut le diviser par sa norme pour en d�eduire un vecteur unitaire

�! n . Posons :
� :=







�!
t 0






 et

�!
t 0 = � �! n avec : k�! n k = 1 (5)

� est appel�ee la courbure de la courbe ; son inverse

R =
1
�

est appel�e le rayon de courbure.

Remarque : Intuitivement,






�!
t 0






 mesure la "rapidit�e de rotation" du vecteur tangent : cette rapidit�e est

d'autant plus prononc�ee que la courbure est plus grande (ou le rayon de courbure plus petit). Pour terminer,
on appelle vecteurbinormal le produit vectoriel de

�!
t et �! n :

�!
b =

�!
t � �! n
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Fig. 1 { Une courbe (plane ou gauche) (a) param�etr�ee par un param�etre "naturel" (t) : on voit des
phases d'acc�el�eration et de d�ec�el�eration. Notez la position du vecteur acc�el �eration, "inclin�e vers l'avant"
en acc�el�eration et vers l'arri�ere en d�ec�el�eration. (b) (re)param�etr� ee par son abscisse curviligne, la courbe est
alors parcourue �a vitesse uniforme ; le vecteur d�eriv�e est unitaire et orthogonal au premier.
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Fig. 2 { Le tri�edre de Frenet d'une courbe gauche et la projection de cette courbe sur les di��erents plans
d�e�nis par (6).

�!
b est unitaire par construction ;

�!
t , �! n et

�!
b constituent un tri�edre orthonorm�e, appel�e le tri�edre de Frenet .

La matrice de Frenet F :=

0

@
p p p
t n b
p p p

1

A est donc orthonormale.

(les di��erentes d�e�nitions �equivalentes d'une matrice orthonormale, dite par abus de langage orthogonale,
sont donn�ees en Annexe I).

Un peu de vocabulaire : on dit que
8
><

>:

(
�!
t ; �! n ) d�e�nit le plan osculateur

(�! n ;
�!
b ) d�e�nit le plan normal, et

(
�!
b ;

�!
t ) d�e�nit le plan recti�ant .

(6)

Le th�eor�eme de la d�eriv�ee logarithmique (voir Annexe I (113)) s'appli que en particulier �a la matrice
orthogonale F et permet de dire queL F := F � 1F 0 est antisym�etrique ; autrement dit en pr�emultipliant par
F les deux membres :

0

@
p p p

t0 n0 b0

p p p

1

A

| {z }
F 0

=

0

@
p p p
t n b
p p p

1

A

| {z }
F

0

@
0 � � 0
� 0 � �
0 � 0

1

A

| {z }
L F

soit :

8
><

>:

�!
t 0 = � �! n

�! n 0 = � �
�!
t + �

�!
b

�!
b 0 = � � �! n

Formules
de Frenet

(7)

Ces formules, obtenues par Frenet (1847) sont valables, r�ep�etons-le, si et seulement si l'on d�erive par
rapport �a l'abscisse curviligne .

On poseraR = 1=K (rayon de courbure).
Les coe�cients que l'on trouve dans la matrice L F appellent des commentaires.
La premi�ere colonne deL F r�esulte clairement de (5). Cette premi�ere colonne d�etermine donc la premi�ere

ligne, par antisym�etrie. Quant au coe�cient not�e � sur la ligne 3 et la colonne 1, on l'appelle latorsion de la
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courbe. Ce coe�cient caract�erise la d�eviation par rapport �a la planarit�e : � = 0 si et seulement si la courbe
est plane.

Remarques :
1) Nous avons dit qu'il est tr�es rare d'avoir une abscisse curviligne facile �a manipuler. Il est pour cela

int�eressant de pouvoir directement calculer les grandeurs attach�ees �a la th�eorie pr�ec�edente. Le calcul direct
de la courbure a �et�e vu en (5) : � =







�!
t 0






 .

Le calcul direct de la torsion se fait comme suit :

� =

� �!
X 0 �

�!
X 00

�
�
��!
X

000







�!
X 0 �

�!
X 00








2 =
d�et(

�!
X 0;

�!
X 00;

��!
X

000
)







�!
X 0 �

�!
X 00








2 (8)

(voir (109) pour le produit mixte). D�emontrons cette formule �a titre d' exercice :
D'abord, par d�e�nition,

8
><

>:

�!
X 0 =:

�!
t puis par d�erivation et utilisation des formules de Frenet (7) :

�!
X 00=

�!
t0 = � �! n et

��!
X

000
= ( � �! n )0 = � 0�! n + �

�!
n0 = � 0�! n + � (� �

�!
t + �

�!
b ):

(9)

D'o�u :
�!
X 0 �

�!
X 00=

� �!
t � � �! n

�
= �

�!
b et par suite

� �!
X 0 �

�!
X 00

�
�

��!
X

000
= �

�!
b �

��!
X

000
= �

�!
b � ��

�!
b = � 2� , d'o�u d�ecoule (8).

2) Le d�eveloppement de Taylor :

X (s) =
���!
X (0) + s

���!
X 0(0) +

1
2

s2����!
X 00(0) +

1
6

s3
����!
X

000
(0) + :::

(o�u les points de suspension d�esignent des termes d'ordre au moins 4) peut êtrer�ecrit sous la forme

suivante grâce aux expressions (9) en posant
���!
X (0) = 0, c'est-�a-dire en prenant le point courant

���!
X (0) comme

origine de l'abscisse curviligne :

X (s) = s
�!
t +

1
2

s2�
�!
b +

1
6

s3(� � 2�!
t + � 0�! n + ��

�!
b ) + :::

soit, en projetant selon les di��erents vecteurs de base :
�!
t , �! n ,

�!
b :

X (s) =

8
<

:

x1 = s � 1
6 � 2s3 + :::

x2 = 1
2 �s 2 + 1

6 � 0s3 + :::
x3 = 1

6 �� s 3 + :::

Si l'on prend des approximations au premier ordre (x1 ' s, etc...), on a :
8
<

:

x2 ' 1
2 �x 2

1 (forme parabolique dans le plan osculateur)
x3 ' 1

6 �� x 3
1 (forme cubique dans le plan recti�ant), et

x3
2 ' 9�

2� 2 x2
3 (courbe �a rebroussement dans le plan normal)

Ce qui explique la forme des courbes projection de la �gure 2.
On montre, en int�egrant le syst�eme di��erentiel (7), qu'une courbe gauche est enti�erement caract�eris�ee

par � et � ; autrement dit :
Deux courbes gauches param�etr�ees sur un même intervalleI qui ont, pour des valeurs identiques du

param�etre s, mêmes courbures et torsions sont images l'une de l'autre par une isom�etrie de l'espace.
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3 Les surfaces dans R 3

Une surface deR 3 est d�e�nie comme une fonction vectorielle "su�samment di��erentiable" de deux

param�etres u et v. X (u; v) =

0

@
p

X
p

1

A =

0

@
x(u; v)
y(u; v)
z(u; v)

1

A . Nous noterons

0

@
p

X u

p

1

A et

0

@
p

X v

p

1

A ses (vecteurs)

d�eriv�es (on utilise la notation indicielle pour les d�eriv�ees partielles : voir (1)). Nous noterons TP le plan
tangent �a la surface au point P de coordonn�eesX (u; v). X u et X v appartiennent �a TP (Voir Annexe II).
Nous supposerons dans toute la suite que l'on se place dans une r�egion de variation des param�etres (u, v)
telle que X u et X v ne sont jamais colin�eaires, donc tels que

En tout point P : X u et X v forment une base du plan tangentTP .

Les produits scalaires mutuels de ces vecteurs vont avoir une importance capitale. Convenons de noter :
8
<

:

E := X T
u X u

F := X T
v X u

G := X T
v X v

soit :
�

� X T
u �

� X T
v �

�
0

@
p p

X u X v

p p

1

A =
�

E F
F G

�
=: FI (10)

Nous verrons ult�erieurement le rôle de cette matricesym�etrique FI .
Nous allons compl�eter la base (X u , X v ) en une base tridimensionnelle par adjonction d'un vecteur normal

unitaire
�!
N �a la surface que l'on peut d�e�nir par :

�!
N =

1
J

�!
X u �

�!
X v (11)

avec
J :=







�!
X u �

�!
X v






 o�u J 2 = EG � F 2 (12)

(J 6= 0 car X u et X v ne sont pas colin�eaires). En e�et, la derni�ere �egalit�e, r�esulte (voir (1 10)) de ce que

(
�!
X u �

�!
X v )2 +







�!
X u �

�!
X v








2
=







�!
X u








2 





�!
X v








2

qui exprime, ni plus ni moins, queF 2 + J 2 = EG. Notons, pour un usage ult�erieur, les relations suivantes,
qui d�ecoulent de la d�e�nition (11) de

�!
N :

N T X u = 0 et N T X v = 0 (13)

(
�!
X u ,

�!
X v ,

�!
N ) constituant une base (non orthonorm�ee en g�en�eral) de R 3, tout vecteur se d�ecompose de mani�ere

unique sur cette base. Ceci, appliqu�e aux 3 d�eriv�ees secondes partielles du vecteur position
�!
X , va permettre

de d�e�nir simultan�ement deux nouvelles familles importantes de coe�cients (qui so nt des fonctions deu et
v), L , M et N d'une part, et les "symboles de Christo�el" � k

ij d'autre part :
8
><

>:

��!
X u;u = � u

u;u
�!
X u + � v

u;u
�!
X v + L

�!
N

��!
X u;v = � u

u;v
�!
X u + � v

u;v
�!
X v + M

�!
N =

��!
X v;u

��!
X v;v = � u

v;v
�!
X u + � v

v;v
�!
X v + N

�!
N

que nous pr�ef�ererons �ecrire sous la forme suivante (o�u les indices rappellent simplement que u et v sont resp.
les coordonn�ees locales 1 et 2) :

8
><

>:

��!
X u;u = � 1

11
�!
X u + � 2

11
�!
X v + L

�!
N

��!
X u;v = � 1

12
�!
X u + � 2

12
�!
X v + M

�!
N

��!
X v;v = � 1

22
�!
X u + � 2

22
�!
X v + N

�!
N

(14)
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Relations que nous pouvons �ecrire, par introduction de nouvelles matricesP, Q et R :
0

@
p p p

X u;u X u;v X v;v

p p p

1

A

| {z }
P

=

0

@
p p p

X u X v N
p p p

1

A

| {z }
Q

0

@
� 1

11 � 1
12 � 1

22
� 2

11 � 2
12 � 2

22
L M N

1

A

| {z }
R

(15)

Remarques :
1) Attention : il y a une bizarrerie concernant la lettre N dûe �a des notations de Gauss que l'on a

pieusement conserv�ees. Celle-ci poss�ede dans (15) deux sens tr�es di��erents : il y a d'une part.le vecteur
�!
N , repr�esent�e par sa "colonne de coordonn�ees" dans la matriceQ, et d'autre part le scalaire N pr�esent
en tant que coe�cient dans la matrice R : ces deux notations n'ont aucune liaison directe. Mentionnons
que nous sommes �enorm�ement redevables Gauss, le fondateur de toute cette th�eorie (publi�ee en 1827 dans
"Disquisitiones Generales Circa Super�cies Curvas", �ecrit en latin, comme tout ce que Gauss a publi�e).

2) Si nous multiplions les deux membres de (15) par la matrice ligneN T (il s'agit ici de N en tant que
vecteur ; voir remarque pr�ec�edente), on obtient, compte tenu de l'orthogonalit�e deN avecX u et X v :

N T X uu = L ; N T X uv = M ; N T X vv = N (16)

Mais on peut �egalement �ecrire :

L = � N T X u ; M = � N T
u X v = � N T

v X u ; N = � N T
u X v (17)

Commentaire sur (16) : Ces relations sont parfois donn�ees commed�e�nitions de L; M; N . L�a encore, dans
la troisi�eme �egalit�e ci-dessus, les deux lettres N ont deux sens di��erents �a gauche et �a droite.

Commentaires sur (17) : Ces 3 relations proviennent de la d�erivation des deux identit�es (13) :
8
>><

>>:

N T
u X u + N T X uu = 0

N T X uv + N T
v X u = 0

N T
v X v + N T X vv = 0

N T X vu + N T
u X v = 0

(18)

(voir (16)).
3) On peut poser � k

ji = � k
ij (ceci est dû au fait que

��!
X u;v =

��!
X v;u ).

4) Il y a des cas o�u l'orientation de
�!
N pose probl�eme (par exemple tourn�e vers l'int�erieur plutôt que

l'ext�erieur). Nous ne les �evoquerons pas ici.
Il est capital d"'installer" les fonctions L , M , N dans une matriceFII (sym�etrique, tout comme FI ).

�
� N T

u �
� N T

v �

�
0

@
p p

X u X v

p p

1

A =
�

L M
M N

�
=: FII (19)

Par ailleurs, N �etant unitaire, on a d'apr�es (112) :

N T Nu = 0 et N T Nv = 0 (20)

Les vecteurs "d�eriv�ees partielles" Nu et Nv , �etant orthogonaux �a N , appartiennent donc au plan tangent
TP .

Par suite, on peut les d�ecomposer sur la baseX u , X v (voir Fig. 3).
On peut donc �ecrire

�
Nu = aX u + bXv

Nv = cXu + dX v
soit :

�
� N T

u �
� N T

v �

�
=

�
a b
c d

�

| {z }
W

�
� X T

u �
� X T

v �

�
(21)
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Fig. 3 { Une surface param�etr�ee par u et par v avec les d�eplacements in�nit�esimaux du vecteur normal.

Fig. 4 { (a) L'h�elico•�de. (b) La cat�eno•�de. Ces surfaces ont une propri�et�e remarqua ble : on peut recomposer
chacune d'elles �a partir de "bandes" in�nit�esimales pr�elev�ees sur l'autre.

Cette derni�ere �egalit�e n'est pas �evidente en soi. Ne pas oublier que les matricesde cette �egalit�e sont
respectivement 2� 3, 2 � 2 et 2 � 3.

Autrement dit, ayant pos�e :

W :=
�

a b
c d

�
(appel�ee matrice de Weingarten)

Montrons que les matricesFI , FII et W sont li�ees par la relation :

FII = WFI (22)

Il su�t pour cela de postmultiplier (21) par

0

@
p p

X u X v

p p

1

A , on obtient :

�
L M

M N

�
=

�
a b
c d

� �
E F
F G

�

d'o�u :

W =
�

L M
M N

� �
E F
F G

� � 1

=
1

J 2

�
LG � MF ME � LF
MG � NF NE � MF

�
(23)

J ayant �et�e d�e�ni en (12).
Nous retrouveronsW au paragraphe suivant (voir (40) et (41)).
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De toutes les fonctions que nous venons de d�e�nir, les plus fondamentales sontE , F et G. On cherchera,
autant que possible, �a exprimer de nouvelles fonctions �a partir deE , F , G et de leurs d�eriv�ees premi�eres Eu ,
Fu , Gu et Ev , Fv , Gv par rapport �a u et v, voire d�eriv�ees secondes, tierces... ceci pour �eliminer autant que
possible les r�ef�erences�a la normale ext�erieure, ce qui permettra de donner des d�e�nitions "intrins�eques" sans
avoir �a se soucier d'un quelconque "monde ext�erieur" la surface.

Exemples (voir Fig. 4) :
a) L'h�elico•�de, ( u cos(v); v1 = u sin(v); 2v) avec (u; v) 2 [0; 1] � [0; 4� ]
(escalier �a vis continu) est tel que (E; F; G) = (1 ; 0; v2

1 + 1).
b) La cat�eno•�de, ( u2 = ch(u) cos(v); v2 = ch(u) sin(v); u) avec (u; v) 2 [0; 1] � [0; 4� ] (obtenue comme

surface de r�evolution �a partir du "pro�l" d'une "châ�nette" d'�equation z = ch(x)) est telle que (E; F; G) =
(ch(u2)2; 0; ch(u2)2).

4 Courbes trac�ees sur une surface

On a d�e�ni pr�ec�edemment, pour une courbe, et en chacun de ses points, son tri�edre de Frenet.Dans ce
paragraphe, nous allons aborder de nouveaux concepts d�ecrivant l'interaction entre la courbe et la surface �a
laquelle elle appartient, ce qui va nous amener �a �etablir la formule fondamentale :

ds2 = Edu2 + 2F dudv + Gdv2 (24)

Consid�erons une surface param�etr�ee
�!
X (u; v). La donn�ee de u et de v comme fonctions d'un même pa-

ram�etre t d�e�nit une courbe param�etr�ee sur cette surface :
��!
r (t) =

�!
X (u(t); v(t)) (25)

Pour mieux comprendre ce que l'on fait en d�erivant (25) par rapport au temps, nousallons consid�erer la

fonction
��!
r (t) comme compos�ee des applications suivantes :

�
t �! (u(t); v(t))
R �! R 2 suivie de

�
(u; v) �!

�!
X (u; v)

R 2 �! R 3

Les d�eriv�ees respectives de ces deux applications sont les matrices 2� 1 et 3 � 2 que voici :

�
du
dt
dv
dt

�
et

0

@
@x
@u

@x
@v

@y
@u

@y
@v

@z
@u

@z
@v

1

A

(on a not�e x, y, z les composantes de
�!
X ). La d�eriv�ee de la compos�ee de deux applications est le produit

des d�eriv�ees (ne pas oublier que l'on compose les produits �a l'envers, comme on compose les applications) :

��! r =

0

@
@x
@u

@x
@v

@y
@u

@y
@v

@z
@u

@z
@v

1

A
�

du
dt
dv
dt

�
=

�
@

�!
X

@u
@

�!
X

@v

� �
du
dt
dv
dt

�
=

@
�!
X

@u
du
dt

+
@

�!
X

@v
dv
dt

soit
��! r =

�!
X u u0+

�!
X v v0 =

0

@
p p

X u X v

p p

1

A
�

V
�

(26)

avec

V =
�

u0

v0

�
(27)

o�u u0 = u0(t), etc... ce qui constitue une entorse �a la notation avec un point pour la d�erivation par rapport
au temps). D'o�u, en prenant le carr�e scalaire de (26) :










��! r










2

=
��! r �

��! r = [ V T ]
�

� X T
u �

� X T
v �

�
0

@
p p

X u X v

p p

1

A
�

V
�

= [ V T ]
�

E F
F G

� �
V

�
(28)
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Par d�e�nition (10) de E, F et G. Ce qui peut encore s'�ecrire, en se servant de (3),

(
ds
dt

)2 = V T FI V = Eu02 + 2F u0v0+ Gv02 (29)

De cette formule (29), on tire la formule annonc�ee en (24) en rempla�cantu0(t) par
du
dt

, etc..., et en

multipliant par dt2. (cette relation sera utilis�ee en (36)).
Remarque : On cherchera �a se placer dans des syst�emes de coordonn�ees o�uF = 0, autrement dit o�u

�!
X u ,

�!
X v constituent une baseorthogonale du plan tangent. Tel est le cas dans la majorit�e de nos exemples. Un cas
tr�es particulier de cette situation est le cas "euclidien" o�u la matrice FI est la matrice identit�e, c'est-�a-dire
o�u E = 1, F = 0 et G = 1, ce qui donne le "th�eor�eme de Pythagore in�nit�esimal" ds2 = du2 + dv2.

On a retrouv�e naturellement la matrice FI en (??) ; "remettons en piste" �a son tour la matrice FII . Pour
cela, d�erivons (26) par rapport au temps :

���! r =
� ��!

X u;u u02 + 2
��!
X uv u0v0+

��!
X vv v02

�
+

� �!
X u u00+

�!
X v v00

�
(30)

(toujours avec u0 = u0(t), etc...), puis prenons le produit scalaire de (30) avec
�!
N . D'apr�es (13) et (18) :

�!
N �

���! r = Lu 02 + 2Mu 0v0+ Nv02 =
�

u0 v0
�

�
L M
M N

� �
u0

v0

�
= V

T
FII V (31)

(FII a �et�e d�e�nie en (19)).

Or il existe une autre expression de
���! r , obtenue en d�erivant (3) par rapport �a la variable t (on d�erive le

second membre en tant que produit), ce qui donne, compte tenu de la premi�ere formule de Frenet(5)

���! r =
d2�! r
dt2 =

d2s
dt2

�!
t + (

ds
dt

)2� �! n (32)

On appelle

8
><

>:

d2s
dt2 la composante tangentielle et

(
ds
dt

)2� = v2

R la composante radiale, avecv =
ds
dt

de l'acc�el�eration

Rappel : R est le rayon de courbure. De (32) on d�eduit que l'acc�el�eration est situ�ee dans le plan osculateur
(voir (6)) �a la courbe consid�er�ee. Or le vecteur tangent

�!
t �a cette courbe appartient �a TP (le plan tangent �a

la surface enP) ; on a donc
�!
N �

�!
t = 0 ;

Introduisons ici la notation :

' := angle(
�!
N ; �! n ) avec

�!
N et �! n unitaires ; d'o�u cos ' =

�!
N � �! n (33)

Par suite, le produit scalaire de
�!
N avec (32) donne :

�!
N �

���! r = (
ds
dt

)2� cos' (34)

D'o�u, en �egalant les deux expressions (31) et (34) :

(
ds
dt

)2� cos' = V T FII V (35)

(35) peut �egalement s'�ecrire, d'apr�es ( ??) :

� n := � cos' =
V T FII V
V T FI V

(36)

Nous appelerons coubure normale la quantit�e que nous venons ainsi de d�e�nir.
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Fig. 5 { Le Th�eor�eme de Meusnier.
.

Prenons pour base du plan tangent des vecteurs propres unitaires de la matricesym�etrique FII dont on

sait qu'ils sont orthogonaux ; on pourra donc remplacer, dans l'�ecriture (35), la matrice FII par
�

� 1

� 2

�
.

Si, simultan�ement, on param�etre la courbe par son abscisse curviligne, on a
ds
dt

= 1 ; donc, d'apr�es (27), V est

unitaire : V =
�

u0

v0

�
=

�
cos�
sin �

�
2 TP pour un certain angle � (par rapport aux nouvelles coordonn�ees

que l'on vient d'introduire).

(35) se r�ecrit alors : � cos' =
�

cos� sin �
�

�
� 1

� 2

� �
cos�
sin �

�

Soit
� n := � cos' = � 1 cos2 � + � 2 sin2 � (37)

(37) a deux cons�equences.
- a) D'abord le th�eor�eme de Meusnier (1785) (cf. Fig. 5) : �etant donn�e un point P sur une surfaceS et

une direction D sur le plan tangent enP �a S, il existe une sph�ere � tangente au plan en P ayant la propri�et�e
suivante : toute courbe trac�ee sur S et ayant pour tangente D en P a pour cercle osculateur l'intersection
de son plan osculateur avec la sph�ere �.

Cons�equence : Le rayon de courbure de cette courbe est �egal �a� = � n cos' , ce qui est une autre mani�ere
d'exprimer que � n = � cos' .

b) Ensuite les r�esultats sur les "sections normales" de la surface. Pr�ecisons.
Si l'on coupe la surface par des plans "normaux" enP c'est-�a-dire "contenant

�!
N ", il y a alors co•�ncidence

entre les normales �a la courbe et �a la surface (�! n =
�!
N ) et par suite ' = 0, d'o�u :

Pour une section normale : � = � 1 cos2 � + � 2 sin2 � (38)

La courbure passe donc par un minimum et par un maximum selon deux directions orthogonales,c'est-
�a-dire par deux plans de section verticale fournissant l'un une courbure maximum, et l'autre une courbure
minimum, sauf cas particuliers (la sph�ere par exemple) : voir �g. 6.

Nous allons �etablir que les courbures max. et min.sont li�ees �a la matrice de Weingarten (voir (23)). Pour
cela, nous avons besoin du :

Lemme 1 : La forme quadratique
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Fig. 6 { Les plans de section verticale d'une surface en un point g�en�erent des courbes dont lacourbure passe
par un minimum et par un maximum �a angle droit (voir (38)).

V = ( x; y) ! Q(V ) = ax2 + 2bxy + cy2 =
�

x y
�

�
a b
b c

� �
x
y

�

est d�erivable en V0 =
�

x0

y0

�
et a pour d�eriv�ee (au sens de matrice jacobienne) :

Q0(V0) = 2
�

a b
b c

� �
x0

y0

�
= 2

�
ax0 + by0

bx0 + cy0

�
= 2

�
Qx

Qy

�

o�u Qx resp. Qy d�esignent les d�eriv�ees partielles par rapport �a x resp. y:
(d�emonstration imm�ediate). Ce lemme peut se d�emontrer de fa�con beaucoup plus g�en�erale pour des

formes quadratiques �a n variables.

Lemme 2 : Une condition n�ecessaire pour que la courbure pr�esente des extr�emas est que :

FII V = �F I V: (39)

Preuve : Convenons de poserN (V ) = V T FII V et D(V ) = V T FI V (N et D comme Num�erateur et
D�enominateur) et d'appeler w l'une quelconque des deux coordonn�ees (u ou v).

La d�eriv�ee du quotient
N
D

par rapport �a w est :

�
N
D

�

w
=

�
N:

1
D

�

w
=

1
D

Nw � N:
1

D 2 Dw =
1
D

[Nw � �:D w ]

On sait qu'une condition n�ecessaire d'extr�ema est obtenue en annulant les (deux) d�eriv�ees partielles. Ceci
donne ici en rempla�cant w par u puis par v :

�
Nu = �:D u

Nv = �:D v
ou encore

�
Nu

Nv

�
= �

�
Du

D v

�
soit, d'apr�es le lemme 1,

N 0 = �D 0 ou encore 2FII V = � 2FI V ce qui �etablit bien (39) :
(�n de la preuve du lemme 2).

La relation (39) �equivaut, en posant eV := FI V, d'apr�es (23) et le fait que det(FI ) 6= 0, �a :

FII F � 1
I

eV = � eV ou encore W eV = � eV (40)

14



(40) est l'�equation aux valeurs/vecteurs propres de la matrice de WeingartenW (voir (22)).

On note :
8
>>><

>>>:

K := d�et(W ) = � 1� 2 =
LN � M 2

EG � F 2 Courbure de Gauss

H := 1
2 trace(W ) =

� 1 + � 2

2
=

LG � 2MF + NE
2(EG � F 2)

Courbure moyenne

(41)

Remarques :
1) Justi�cation de la premi�ere formule (41) :

d�et(W ) = d�et(FII F � 1
I ) = d�et(FII )d�et(FI ) � 1 ; D'o�u K =

d�et(FII )
d�et(FI )

:

Ainsi, la courbure de Gauss est le quotient de deux d�eterminants, donc de deux aires ; ce quotient est
d'autant plus grand que les variations du vecteur normal sont (localement) grandes(voir �g 3 (c)). Un fait
remarquable survient : la courbure de Gauss peut s'exprimer en fonction deE; F; G et de leurs d�eriv�ees sans
faire appel �a L; M; N . C'est ce que Gauss a �etabli sous la forme de ce qu'il a appel�e "th�eor�eme extraordinaire"
(ou plus exactement "theorema egregium", car il r�edigeait en latin). Ce th�eor�em e est d�emontr�e plus loin.

2) Une autre mani�ere d'exprimer ce r�esultat est :

�!
Nu �

�!
Nv = K

�!
X u �

�!
X v (42)

Ceci n'est pas �etonnant �a priori puisque
�!
Nu �

�!
Nv et

�!
X u �

�!
X v sont port�es par

�!
N , donc sont li�es :Mais,

plus pr�ecis�ement, d'apr�es la d�e�nition (21) de W :

�!
Nu �

�!
Nv = ( a

�!
X u + b

�!
X v ) � (c

�!
X u + d

�!
X v )

�!
Nu �

�!
Nv = ac

�!
X u �

�!
X u + ad

�!
X u �

�!
X v + bc

�!
X v �

�!
X u + bd

�!
X v �

�!
X v

�!
Nu �

�!
Nv = ( ad � bc)

�!
X u �

�!
X v = d�et(W )

�!
X u �

�!
X v

ce qui �etablit la relation (42).
3) Le fait que la courbure de Gauss (resp. la courbure moyenne) s'expriment sous formede d�eterminant

(resp. de trace) montrent que ces quantit�es ne d�ependent pas de la base choisie dans leplan tangent, c'est-
�a-dire que si l'on avait pris une autre base que (X u , X v ), on aurait obtenu une matrice W di��erente mais
ayant les mêmesvaleurs propres.

4) Mentionnons ici un r�esultat que nous d�emontrerons directement avec la th�eorie des formes di��erentielles.
Avec la notation introduite en (12) :

dA = kX u � X v k dudv = Jdudv =
p

EG � F 2dudv (43)

Ce qui a pour cons�equence que le calcul de l'aire d'une certaine zone port�ee par une surface est "d�eport�e"
sur la zoneZ correspondante du plan (u; v) :

Aire =
ZZ

(u;v )2 Z
Jdudv =

ZZ

(u;v )2 Z

p
EG � F 2dudv (44)

5 K n, K g, Tg et le tri�edre de Darboux

Pour une courbetrac�ee sur une surface, le tri�edre de Frenet est avantageusement remplac�e par un tri�edre
dont l'un des plans reste tangent �a la surface, d�eduit par rotation du tri�edre de F renet autour du vecteur

�!
t .

Au point courant P(s) de cette courbe, param�etr�ee par son abscisse curviligne, attachons ce que l'on
appelle le tri�edre de Darboux, d�e�ni par les vecteurs :

�!
t ,

�!
N et

�!
B =

�!
t �

�!
N :
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Fig. 7 { Les deux tri�edres fondamentaux associ�es �a une courbe gauche trac�ee sur une surface.

(
�!
t : vecteur tangent unitaire �a la courbe,

�!
N vecteur normal unitaire �a la surface, qui remplace le�! n du

tri�edre de Frenet). Par construction :

La matrice de Darboux D :=

0

@
p p p
t N B
p p p

1

A est orthonormale: (45)

Remarque : Bien noter la di��erence entre �! n ,
�!
b et

�!
N ,

�!
B , et en même temps leur forte analogie puisque

�!
N et

�!
B sont images de�! n et

�!
b dans la rotation d'angle ' autour de l'axe d�e�ni par

�!
t (voir Fig. 7).

D'apr�es (45) et le th�eor�eme de la d�eriv�ee logarithmique (voir annexe I ), en suivant le même d�emarche
que pour la matrice de Frenet qui nous avait permis de d�e�nir � et � en (7), on peut �ecrire :

0

@
p p p

t0 N 0 B 0

p p p

1

A

| {z }
D 0

=

0

@
p p p
t N B
p p p

1

A

| {z }
D

0

@
0 � � n � � g

� n 0 � � g

� g � g 0

1

A

| {z }
L D

soit :

8
><

>:

�!
t 0 = � n

�!
N + � g

�!
B

�!
N 0 = � � n

�!
t + � g

�!
B

�!
B 0 = � � g

�!
t � � g

�!
N

(46)

qui constitue une �egalit�e de d�e�nition pour les fonctions suivantes :
8
<

:

� n : courbure normale ;
� g : courbure g�eod�esique ;
� g : torsion g�eod�esique.

Les appellations ci-dessus vont être partiellement justi��ees par la proposition suivante (l'aspect "g�eod�esique"
se comprendra ult�erieurement lorsque l'on aura vu l'annexe V) :

Proposition : � n , � g, � g sont reli�ees �a � , � et ' par les formules :

� n = � cos' � g = � sin ' et � g = � + ' 0 (47)

(' = angle(
�!
N , �! n ) a �et�e introduit en (33)). Voir aussi la remarque 3 ci-dessous.

Preuve :
Les deux rep�eres orthonorm�es

� �!
t ; �! n ;

�!
b

�
et

� �!
t ;

�!
N ;

�!
B

�
, ayant le vecteur

�!
t en commun, sont images

l'un de l'autre par la rotation d'angle ' = angle(
�!
N , �! n ). Traduisons cela sous forme matricielle :

16



0

@
p p p
t n b
p p p

1

A

| {z }
F

(F renet)

=

0

@
p p p
t N B
p p p

1

A

| {z }
D

(Darboux)

�

0

@
1 0 0
0 cos' � sin '
0 sin' cos'

1

A

| {z }
R '

(48)

D�erivons cette identit�e par rapport �a s :

F 0 = D 0R' + DR 0
' ' 0

(o�u ' 0 = ' 0(s)). Puisque R0
' = R' + �= 2 (v�eri�er !), la relation pr�ec�edente s'�ecrit, d'apr�es (7) et (46), sous

la forme :

F L F = DL D R' + ' 0DR ' + �= 2

Soit, d'apr�es (48) :

DR ' L F = DL D R' + ' 0DR ' + �= 2

Pr�emultiplions par D � 1 et postmultiplions par R� 1
' = R� ' :

L D = R' L F R� 1
' � ' 0R�= 2

Ce qui donne, en d�eveloppant :
0

@
0 � � n � � g

� n 0 � � g

� g � g 0

1

A

| {z }
L D

=

0

@
0 � � cos' � sin '

� cos' 0 � �
� � sin ' � 0

1

A

| {z }
R' L F R� '

� ' 0

0

@
0 0 0
0 0 � 1
0 1 0

1

A

| {z }
R�= 2

(49)

ce qui d�emontre ainsi simultan�ement les trois formules (47).
(�n de la preuve).
Remarques :
1) La relation (49) s'interpr�ete sous la forme :

L D = R' L F R� ' + "perturbation"

o�u le premier terme re
�ete naturellement (avec la forme classique de changementde baseP AP � 1) la
transformation e�ectu�ee sur le rep�ere de Frenet pour l'amener sur le rep�ere de Darboux ; �a cela s'ajoute le
"terme de perturbation" � ' 0R�= 2 qui repr�esente une sorte de "vitesse d'entrâ�nement".

2) La premi�ere formule (47) justi�e a posteriori la d�e�nition (38) ou pl us exactement la g�en�eralise, puisque
dans cette derni�ere formule, on ne prenait que des sections normales.

3) La deuxi�eme formule (47) exprime le fait important que la courbure g�eod�esique d'une courbe (C)
trac�ee sur une surface est la courbure "simple" de sa projection sur le plan tangent.

4) � n = 1=� n est appel�e le rayon de courbure normal.
5) Si l'on prend l'angle compl�ementaire �= 2 � ' �a la place de ' , on �echange � n et � g:

D�e�nitions fondamentales :

Parmi les courbes trac�ees sur des surfaces, il en est de trois types particuliers :

Si � g = 0 le long de toute une courbe, elle est appe�ee une g�eod�esique.
Si � n = 0 le long de toute une courbe, celle-ci est appel�ee une asymptotique.
Si � = 0 le long de toute une courbe, celle-ci est appel�ee une ligne de courbure.

Remarques :
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Fig. 8 { Les deux tri�edres de l'exemple.

a) Une asymptotique a ses plans osculateurs constamment tangents �a la surface. Par exemple dans un
tore que l'on peut se repr�esenter comme une chambre air pos�ee sur le sol, le cercle point de contact de la
chambre air avec le sol est une assymptotique.

b) Une courbe peut tre simultan�ement de plusieurs de ces types. Un cas extr�eme est le cas des surfaces
r�egl�ees, o�u les droites appartiennent aux 3 types !

c) Le troisi�eme type, constitu�e par les lignes de courbure, est peut-tre le plus important. Mais nous ne
d�evelopperons pas cet aspect.

Exemple d'application : Consid�erons une sph�ere de rayonR, param�etr�ee par la longitude u et la
colatitude v (= �

2 � latitude = distance angulaire au Pôle Nord). Prenons un point P0(u0,v0) sur cette
sph�ere. Consid�erons pour courbe le parall�ele � 0 de colatitude v0 auquel appartient P0. Le rayon de courbure
de � 0 �etant R sinv0, sa courbure est constante et �egale �a� = 1=(R sinv0).

Par ailleurs, si l'on prend en P0 la normale rentrante (dirig�ee vers l'int�erieur de la sph�ere), l'angle ' dont
il faut faire tourner le tri�edre de Darboux pour l'amener sur celui de Frenet est

' =
�
2

� v0

(' est donc tout simplement la latitude). La premi�ere formule de (47) donne :

� n = � cos' =
1

R sinv0
cos(

�
2

� v0) =
1
R

qui est la valeur attendue pour la courbure par un plan de section normal �a une sph�ere ; lacourbe obtenue
est en e�et simplement un "grand cercle" de rayonR.

La torsion g�eod�esique de � 0 est nulle car, d'apr�es (47) : � g = � + ' 0 = 0 et :
- d'une part, � = 0 car � 0 est une courbe plane, donc de torsion nulle.
- d'autre part ' = �

2 � v est constant sur � 0 ; donc ' 0 = 0.
Terminons par la courbure g�eod�esique ; d'apr�es (47) :

� g = � sin ' =
1

R sinv0
sin(

�
2

� v0) =
1
R

cot v0

� g = 0 uniquement dans le cas o�u v0 = �
2 c'est �a dire lorsque P0 est situ�e sur l'�equateur.

(on pourra faire le lien avec la sph�ere du th�eor�eme de Meusnier (Fig. 5)).
On montre qu'une courbure g�eod�esique (constamment) nulle pour une courbe trac�eesur une certaine

surface caract�erise une "ligne de plus court chemin" (ou "g�eod�esique") sur cette surface, ce qui va être d�etaill�e
au paragraphe suivant ; on retrouve ici le fait que l'�equateur est le seul parall�ele qui est une g�eod�esique (ou
plus exactement sur lequel on puisse tracer des g�eod�esiques).
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6 Les � k
ij , les g�eod�esiques et le transport parall�ele

6.1 Les � k
ij en fonction de E; F; G et de leurs d�eriv�ees

Dans ce qui suit, il sera fait un usage syst�ematique de la correspondance (d�ej�a utilis�ee) entre les lettres u
et v et les nombres 1 et 2 :u est la premi�ere coordonn�ee, not�ee �egalement u1, et v la deuxi�eme coordonn�ee,
not�ee aussi u2 (1 et 2 sont des indices, bien qu'ils soient en exposants !)

R�ef�erons-nous �a pr�esent �a la relation (15), que nous redonnons ici pour en faciliter la manipulation :
0

@
p p p

X u;u X u;v X v;v

p p p

1

A

| {z }
P

=

0

@
p p p

X u X v N
p p p

1

A

| {z }
Q

0

@
� 1

11 � 1
12 � 1

22
� 2

11 � 2
12 � 2

22
L M N

1

A

| {z }
R

Multiplions les deux membres parQT . Compte tenu de l'orthogonalit�e du vecteur N avec les vecteurs
X u et X v , on en d�eduit, en ne gardant du r�esultat que la partie int�eressante :

�
X T

u X u;u X T
u X u;v X T

u X v;v

X T
v X u;u X T

v X u;v X T
v X v;v

�

| {z }
D

=
�

X T
u X u X T

u X v

X T
v X u X T

v X v

�

| {z }
F I

�
� 1

11 � 1
12 � 1

22
� 2

11 � 2
12 � 2

22

�

| {z }
C

(50)

(noter les noms attribu�es �a la premi�ere et �a la derni�ere matrice ; quant �a l a deuxi�eme, c'est notre veille
connaissanceFI : voir d�e�nition (10)). Posons

� ijk = X T
i;j X k = X T

k X i;j (51)

Ces coe�cients � ijk sont appel�es "symboles de Christo�el de premi�ere esp�ece" (1869) pour les distinguer des
� k

ij , pourtant beaucoup plus importants, qui sont appel�es, pour des raisons historiques, "symboles de Chris-
to�el de deuxi�eme esp�ece". On notera que � ijk = � jik puisque X i;j = X j;i (car, au niveau des composantes

@2

@u@v
f =

@2

@v@u
f ). Si, de même, on pose :

gij = X T
i X j (52)

La relation (50) devient alors :
�

� 111 � 121 � 221

� 112 � 122 � 222

�

| {z }
D

=
�

g11 g12

g21 g22

�

| {z }
F I

�
� 1

11 � 1
12 � 1

22
� 2

11 � 2
12 � 2

22

�

| {z }
C

(53)

Remarque : L'indexation des coe�cients de FI c'est-�a-dire le remplacement deE, F , G par g11, g12 = g21

et g22 est une �etape essentielle : elle permettra des formulations de plus en plus g�en�erales, �a commencer par
ce que l'on trouve dans la proposition ci-dessous.

Proposition :

� ijk =
1
2

(
@

@uj
gik �

@
@uk

gji +
@

@ui
gkj ) (54)

(Remarquer dans le second membre la permutation circulaire sur les indices, et le signe"moins" central).

Preuve : D'apr�es (52) :
@gik
@uj

=
@

@uj
(X T

i X k ) = X T
ij X k + X T

i X kj .

Soit, d'apr�es (51) la formule (a) suivante, ainsi que les formules (b) et (c) qui r�esultent d'une permutation
circulaire sur les indices de (a) :

(a)
@gik
@uj

= � ijk + � kji (b)
@gji
@uk

= � jki + � ikj (c)
@gkj

@ui
= � kij + � jik (55)
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Il reste �a combiner les trois formules pr�ec�edentes, sous la forme (a) � (b) + ( c), sachant que � ijk = � jik

(sym�etrie en les deux premiers indices) pour obtenir la formule (54):
(�n de la preuve).

Exemple d'application de (54) : � 112 =
1
2

(
@

@u1
g12 +

@
@u1

g12 �
@

@u2
g11) = Fu � 1

2 Ev

En faisant le type de calcul ci-dessus pour tous les �ijk , on trouve :

D = matrice des � ijk =
�

1
2 Eu

1
2 Ev Fv � 1

2 Gu

Fu � 1
2 Ev

1
2 Gu

1
2 Gv

�
(56)

Par suite, d'apr�es (53) :

C =
�

� 1
11 � 1

12 � 1
22

� 2
11 � 2

12 � 2
22

�
=

�
E F
F G

� � 1 �
1
2 Eu

1
2 Ev Fv � 1

2 Gu

Fu � 1
2 Ev

1
2 Gu

1
2 Gv

�

Corollaire : les � k
ij sont donc intrins�eques, au sens suivant : ils peuvent s'exprimer uniquement en fonction

des coe�cients E , F , G de la forme FI et de leurs d�eriv�ees. ; ils ne d�ependent pas de la formeFII , et en
particulier pas de la normale �a la surface ; c'est ce qui permettra en particulier de donner des r�esultats ne
d�ependant pas de la mani�ere dont la surface est "plmong�ee" dansR 3.

Remarque :
La formule (a) de (55) regroupe �a elle seule les 6 formules suivantes :

8
<

:

Eu = 2X T
u;u X u

Fu = X T
u;u X v + X T

u;v X u

Gu = 2X T
v;u X v

et

8
<

:

Ev = 2X T
u;v X u

Fv = X T
u;v X v + X T

v;v X u

Gv = 2X T
v;v X v

On voit ainsi l'int�erêt de travailler avec les indices.
Toutefois, lorsque ces derniers commencent �a "foisonner", il est avantageux d'adopter l'�ecriture tensorielle

dont nous allons donner jusqte quelques �el�ements. Dans ce cadre, une formule telle que (53) peut s'�ecrire

� ijk =
X

r

gkr � r
ij (pour toutes les valeurs dei; j = 1 ; 2)

La logique de placement des indices permet de donner une forme condens�ee de l'expression pr�ec�edente :

� ijk = gkr � r
ij

Une telle �ecriture s'appuie sur la convention suivante : il y a sommation implicite sur tout indice
r�ep�et�e comme indice sup�erieur et comme indice inf�erie ur (c'est ici le cas pour l'indice r ). Deux
autres exemples :

{ La formule gij gjk = � i
k (o�u � i

k est le classique "symbole de Kronecker", �egal �a 1 sii = j et �a 0
dans les autres cas) permet de d�e�nir lesgij comme coe�cients de la matrice inverse de celle desgjk

(sommation implicite sur j ). On notera occasionnellement� i
k = � ki .

{ L'�ecriture wi = � ijk uj vk du produit vectoriel W = U � V . D�etaillons. D'abord, ( uj ) et (vk ) sont natu-
rellement les composantes respectives des vecteursU et V . Ensuite, cette notation est �a comprendre
comme unedouble sommation implicite wi =

P
j

P
k � ijk uj vk sur les indices r�ep�et�es j et k ; en�n � ijk

est ce que l'on appelle le "tenseur antisym�etrique" ; il est d�e�ni comme suit :
� ijk = det( �! ei , �! ej , �! ek ) o�u �! e1 , �! e2 , �! e3 est une base orthonorm�ee ; autrement dit :
� ijk = 0 si, parmi les indices i; j; k , deux d'entre eux au moins sont identiques ;
Lorsque les indices sont tous di��erents, � ijk = signature de la permutation ( i; j; k )
(c'est-�a-dire +1 si la permutation est paire et � 1 si la permutation est impaire).
Le lecteur v�eri�era que l'on retrouve bien ainsi : w1 = u2v3 � u3v2, etc...
Il v�eri�era aussi que � ijk � klm = � il � jm � � im � jl .
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Fig. 9 { Une g�eod�esique va localement "au plus court", ce qui permet de la caract�eriserpar la verticalit�e du
vecteur d�eriv�ee seconde de r.

6.2 Les g�eod�esiques

Intuitivement, une g�eod�esique sur une surface (S) peut être d�ecrite de la fa�con suivante : �etant donn�es deux
points A et B de (S), c'est une courbe passant parA et B est une courbe qui joint le plus directement possible
ces deux points, autrement dit qui ne passe "ni trop �a gauche, ni trop �a droite" ; ou, de mani�ere �equivalente,

qui est telle que le vecteur acc�el�eration
���! r de cette courbe (qui est dirig�e, rappelons-le, vers l'int�erieur de la

courbe) n'est pas plus inclin�e �a droite qu'�a gauche ; autrement dit, tel que
���! r soit constamment orthogonal

�a la surface (voir Fig. 9).
Ce que nous allons traduire par une orthogonalit�e �a une base du plan tangent :

Condition de g�eodicit�e :
�!
X u �

���! r =
�!
X v �

���! r = 0 (57)

Nous allons transformer cette relation en nous ramenant aux symboles de Christo�el. A cet e�et, reprenons
la relation (30) �ecrite sous la forme

���! r =

0

@
p p

X u X v

p p

1

A
�

u00

v00

�
+

0

@
p p p

X u;u X u;v X v;v

p p p

1

A

0

@
u02

2u0v0

v02

1

A

Pr�emultiplions cette relation par la matrice
�

� X T
u �

� X T
v �

�
.

Grâce �a (10) et (??), ceci donne :
0

@
�!
X u �

���! r
�!
X v �

���! r

1

A = FI

�
u00

v00

�
+ FI C

0

@
u02

2u0v0

v02

1

A

En pr�emultipliant cette relation par la matrice F � 1
I , on voit que la condition (57) est �equivalente �a :

�
u00

v00

�
+ C

0

@
u02

2u0v0

v02

1

A =
�

0
0

�

ou encore, d'apr�es (??), sous forme d�evelopp�ee de syst�eme di��erentiel :
�

Syst�eme d'�equations u00+ u02� 1
11 + 2u0v0� 1

12 + v02� 1
22 = 0

di�. des g�eod�esiques v00+ u02� 2
11 + 2u0v0� 2

12 + v02� 2
22 = 0

(58)

dont la solution (u(t); v(t)), pour des conditions initiales donn�eesA(u(0); v(0)), vA = ( u0(0); v0(0)) est la
courbe g�eod�esique passant par le point consid�er�e A et s'orientant dans la direction du vecteur vitessevA .

Dans ce que nous venons de dire, il n'est plus fait mention du point extr�emit�e B . En e�et, la donn�ee
d'une extr�emit�e peut poser de s�erieux probl�emes de non-unicit�e. Dans le genre "on sait quand on part mais
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pas quand on arrive" : penser par exemple �aA et B pôles Nord et Sud de la Terre : on n'a aucune g�eod�esique
unique puisque tous les m�eridiens sont des arcs de longueur minimale : c'est une situationqui demande pour
le moins �a être mâ�tris�ee ...

Remarque : Des conditions de g�eodicit�e �equivalentes �a (57) sont

' = 0 ou � g = 0 ou encore � n = �: (59)

6.3 Le transport parall�ele

(ce paragraphe peut être saut�e dans un premier temps).
Le transport parall�ele constitue un des �el�ements-cl�e permettant ensuite d'aborder la notion capitale de

connection sur une vari�et�e.
Un champ de vecteurs sur une surface est d�e�ni par :

w = a(u; v)X u + b(u; v)X v

Un champ de vecteurs restreint �a une courbe (C) trac�ee sur la surface sera d�e�ni par :

w(t) = a(u(t); v(t))X u (t) + b(u(t); v(t))X v (t)

que nous �ecrirons de mani�ere tr�es simpli��ee sous la forme :

w = aX u + bXv (60)

Ce que nous voulons d�e�nir rigoureusement est la notion qui consiste �a "dessiner" un vecteur
�!
V0 apparte-

nant au plan tangent TP0 en P0 2 (C) puis �a faire "rouler" ce plan tangent �a la surface (suppos�ee convexe) le
long de la courbe (C), et �a s'arrêter, en un point P1. Le vecteur

�!
V1 ainsi obtenu dans le nouveau plan tangent

TP1 est appel�e le "transport�e par parall�elisme" de
�!
V0. La �gure 8 illustre ce concept pour une certaine courbe

ferm�ee sur la sph�ere : dans ce cas, le vecteur a subi une rotation car l'espace ambiantposs�ede une courbure
positive (ce n'est �evidemment pas le cas pour un espace �a courbure nulle).

Venons-en �a la d�e�nition rigoureuse. Si nous d�erivons (60) par rapport �a t (ne pas oublier que cette
expression est simpli��ee : tout est fonction de la variable t) :

dw
dt

=
�
aX u + a

�
X u +

�
bXv + b

�
X v

Soit d'apr�es (26) :

dw
dt

=
�
aX u +

�
bXv + a(X u;u

�
u + X u;v

�
v) + b(X v;u

�
u + X v;v

�
v)

Si l'on injecte maintenant dans cette relation les formules (14), on obtient une composante tangentielle
(c'est-�a-dire se projetant sur le plan tangent) et une composante normale. Int�eressons-nous �a la composante
tangentielle, ce que l'on va noter comme une d�eriv�ee mais avec unD majuscule :

Dw
dt

=

8
><

>:

(
�
a + � 1

11a
�
u + � 1

12a
�
v + � 1

21b
�
u + � 1

22b
�
v)X u

+

(
�
b+ � 2

11a
�
u + � 2

12a
�
v + � 2

21b
�
u + � 2

22b
�
v)X v

Pour que le transport ait lieu de fa�con parall�ele, il faudra que cette composante soit identiquement nulle.
Autrement dit, un champ de vecteurs le long d'une courbe est parall�ele s'il v�eri�e le

Syst�eme d'�equations
di�. du transport parall�ele

( �
a + � 1

11a
�
u + � 1

12a
�
v + � 1

21b
�
u + � 1

22b
�
v = 0

�
b+ � 2

11a
�
u + � 2

12a
�
v + � 2

21b
�
u + � 2

22b
�
v = 0

(61)
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Fig. 10 { Transport parall�ele le long d'une courbe ferm�ee sur une surface (ici une sph�ere) : on consid�ere le
"couple" constitu�e par le plan tangent (en un certain point de la surface) et un certain vecteur de ce plan
tangent ; puis on imagine que l'on fait "rouler" ce plan sur la surface le long d'une certaine courbe ferm�ee.
Ici, on a pris la courbe d�elimitant un "octant" sur la sph�ere ; en g�en�eral , la position �nale du vecteur ne
co•�ncide pas avec celle du vecteur initial : dans ce cas de �gure, il a subi une rotation d'angle �= 2
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Remarque : 1) Si 
 (t) = ( u(t); v(t)) est une g�eod�esique,
�

 (t) est un champ de vecteurs le long de cette

g�eod�esique. Puisque les �equations ci-dessus deviennent alors les �equations di��erentielles des g�eod�esiques (58),

on obtient encore une autre fa�con d'exprimer qu'une courbe est une g�eod�esique, �a savoir :
D

�



dt
= 0 (voir

(59)).
Un exemple (A SAUTER EN 1�ere LECTURE) : Consid�erons l'h�emisph�ere sup�erieur de la sph�ere

unit�e avec la param�etrisation suivante (di��erente de celle que nous avons d�ej�a rencontr�ee) :
0

@
x
y
z

1

A =

0

@
u cosv
u sinv

' (u) =
p

1 � u2

1

A d'o�u X u =

0

@
cosv
sinv
' 0

1

A et X v =

0

@
� u cosv
u sinv

0

1

A

X u et X v constituent un base orthogonale mais non orthonorm�ee du plan tangent ; on v�eri�e que

kX u k =
p

1 + ' 02 =
1

p
1 � u2

et kX v k = u (62)

Ce que nous venons de donner ci-dessus est une forme de param�etrisation courante pour une surface de
r�evolution autour de l'axe 0 z. En anticipant sur des r�esultats qui seront �etablis au paragraphe suivant, la
matrice des symboles de Christo�el est :

C =
�

' 0' 00=(1 + ' 02) 0 � u=(1 + ' 02)
0 1=u 0

�
=

0

B
@

1
1 � u2 0 � u(1 � u2)

0
1
u

0

1

C
A (63)

Proposons-nous d'e�ectuer le transport parall�ele d'un vecteur le long du parall�ele de latitude u = u0 > 0,
sachant que ce vecteur de composantes g�en�eriques (a; b) au sens (60) est initialement ena(0) = 1 et b(0) = 0
dans le plan tangentT(u= u0 ;v =0) au point de coordonn�ees "g�eographiques" :u = u0, v = 0.

Les �equations di��erentielles (61) deviennent
8
<

:

�
a � u(1 � u2)b = 0 (1)
�
b+

1
u

a = 0 (2)
(64)

En e�et : d 0une part
�
u = 0 et

�
v = 1 puisque l'on d�ecrit (�a vitesse constante que l'on peut supposer

unitaire) le parall�ele u = u0 et d'autre part parce que les � k
ij sont donn�es par la matrice (63):

Compte tenu du fait que u = u0 est constant, on obtient en d�erivant (1) par rapport au temps et en y

rempla�cant l'expression de
�
b tir�ee de (2), l'�equation di��erentielle scalaire du second ordre suivante :

��
a = � (1 � u2)a et, de fa�con compl�etement sym�etrique :

��
b = � (1 � u2)b

Ce sont des �equations du type "oscllateur harmonique"
��
y = � ! 2y. Vis-�a-vis du rep�ere ( X u ; X v ), on a

donc a�aire �a un mouvement �a acc�el�eration centrale :

 ��
a
��
b

!

= � (1 � u2)
�

a
b

�
de nature elliptique.

On peut faire mieux en voyant la question plus globalement : en e�et, (64) peut s'�ecrire sous la forme
d'une �equation di��erentielle vectorielle du premier ordre :

 �
a
�
b

!

=

 
0 u(1 � u2)

�
1
u

0

!

| {z }
A

�
a
b

�
avec

�
a(0)
b(0)

�
=

�
1
0

�
: (65)

(rappelons queA est une matrice constante puisqueu = u0).
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D'apr�es (62), le passage �a la base orthonorm�eeX u =kX u k, X v =kX v k va induire la transformation suivante
sur la matrice A :

0

@
1

p
1 � u2

0

0 u

1

A

 
0 u(1 � u2)

�
1
u

0

!

| {z }
A

 p
1 � u2 0

0
1
u

!

=
�

0
p

1 � u2

�
p

1 � u2 0

�

| {z }
A 1

On aura not�e la forme antisym�etrique de A1. La solution du syst�eme (65) avecA1 substitu�e �a A est donc,
avecv parcourant l'intervalle [0 ; 2� [ :

�
a(t)
b(t)

�
= exp( vA1):

�
1
0

�
= Rot� v cos � :

�
1
0

�
=

�
cos(v cos� )

� sin(v cos� )

�

En e�et, on sait (voir Annexe I) que l'exponentielle de la matrice antisym�etrique
�

0 �
� � 0

�
est la rotation

d'angle
� = � v

p
1 � u2 = � v

p
1 � sin � 2 = � v cos�

o�u � est la colatitude du lieu ( �
2 � latitude ). Cette rotation est d'autant plus importante que la colatitude

du lieu est forte (c'est �a dire que le parall�ele u = u0 est proche du pôle). Elle est d'autant plus faible que
le parall�ele consid�er�e est proche de l'�equateur (intuitivement, si je fai s circuler un vecteur vertical le long de
l'�equateur, il n'y a �a en attendre aucune rotation...).

6.4 Le "theorema egregium" : K est intrins�eque

Nous allons être en mesure, dans ce paragraphe, de d�emontrer le caract�ere intrins�eque de la courbure
K de Gauss (le fameux "th�eor�eme extraordinaire" de Gauss), en montrant que le d�eterminant de FII peut
s'exprimer en fonction desgij et de leurs d�eriv�ees premi�eres et secondes.

A�n d'atteindre cet objectif, et maintenant que nous sommes familiaris�es avec les formules �a indices et
la convention de sommation implicite, r�ecrivons certaines formules, �a savoir (14) et (21) :

X ik = � h
ik X h + L ik N (i; k = 1 ; 2) (66)

N i = � L j
i X j (i = 1 ; 2) (67)

(le changement de signe est �a interpr�eter comme une orientation oppos�ee de la normale)
Correspondance entre notations :
Pour les coe�cients de FII : L 11 = L, L 12 = L 21 = M , L 22 = N .
Pour les coe�cients de � W (oppos�e de la matrice de Weingarten) :
L 1

1 = � a, L 2
1 = � b, L 1

2 = � c, L 2
2 = � d:

D�erivons (66) par rapport aux deux variables u1 = u et u2 = v, en convenant de noterX ikj :=
@X ik

@uj
:

X ikj =
@� h

ik

@uj
X h + � r

ik X rj +
@Lik
@uj

N + L ik N j

Dans cette expression, on peut remplacer, d'une partX rj par son expression tir�ee de (66), �a savoirX rj =
� h

rj X h + L rj N , et d'autre part N j par � L h
i X h (d'apr�es (67)), ce qui donne :

X ikj =
�

@� h
ik

@uj
+ � r

ik � h
rj � L ik L h

j

�

| {z }
( � )

X h +
�

� r
ik L rj +

@Lik
@uj

�
N

Noter que, dans (*), il y a deux sommations implicites, l'une surr , l'autre sur h.
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Si, dans l'identit�e pr�ec�edente, on �echange j et k, on obtient :

X ijk =

 
@� h

ij

@uk
+ � r

ij � h
rk � L ij L h

k

!

| {z }
( �� )

X h +
�

� r
ij L rk +

@Lij
@uk

�
N

Or X ikj = X ijk car l'ordre dans lequel on fait les d�erivations partielles multiples est sans importance. Par
unicit�e de d�ecomposition sur la base (X 1, X 2, N ), on en d�eduit l'�egalit�e des expressions (*) et (**) :

@� h
ik

@uj
�

@� h
ij

@uk
+ � r

ik � h
rj � � r

ij � h
rk

| {z }
R h

ijk

= L ik L h
j � L ij L h

k| {z }
R h

ijk

(h; i; j; k = 1 ; 2) (68)

Convenons de noterRh
ijk cette valeur commune. Ce sont les composantes de ce que l'on appelle le "tenseur

de courbure de Riemann-Christo�el". L'expression de gauche dans (68) montre queRh
ijk est intrins�eque ,

puisque s'exprimant en fonction des symboles de Christo�el, eux-mêmes intrins�eques.
Posons �a pr�esent : Rmijk = gmh Rh

ijk , �a comprendre comme �etant

Rmijk =
2X

h=1

gmh Rh
ijk (69)

Les gmh �etant intrins�eques, les Rmijk sont eux aussi intrins�eques.
De (69) on d�eduit, en utilisant la relation de droite de (68) :

Rmijk = L ik

2X

h=1

L h
j gmh � L ij

2X

h=1

L h
k gmh

Or les deux sommes ci-dessus ne sont autres que les �el�ements du produit matricielWFI = FII (voir (22)
ainsi que la "correspondance entre notations" ci-dessus), ce qui donne :

Rmijk = L ik L jm � L ij L km (70)

Un cas particulier remarquable de (70) est le suivant :

R1212 = L 22L 11 � (L 21)2 = d�et(FII )

Les Rmijk �etant intrins�eques, on en d�eduit que d�et(FII ), et par cons�equent la courbure de Gauss

K = d�et(FII )=d�et(FI ) = R1212=d�et(FI )

sont eux-mêmes intrins�eques.
(�n de la preuve).

Remarque : en fait, on peut montrer sans di�cult�e que le tenseur de Riemann v�eri�e les propri� et�es de
sym�etrie et d'antisym�etrie suivants :

Rmijk = � Rimjk Rmijk = � Rmikj Rmijk = Rjkmi

Du fait de ces propri�et�es, on a :

R11jk = R22jk = Rmi 11 = Rim 22 = 0

Ainsi, le tenseur de courbure poss�ede une seule composante ind�ependante :

R1212 = R2121 = � R2112 = � R1221 = Kd �et(FI )
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Remarque : Tout ce que nous avons fait ici se g�en�eralise �a des vari�et�es de dimensionn > 2. La seule
di��erence sera que le tenseur de courbureRmijk aura n2(n2 � 1)=12 composantes ind�ependantes.

Terminons en donnant une expression assez simple de la courbure de GaussK dans le cas courant de
coordonn�ees orthogonales :

Proposition : (expression intrins�eque de la courbure de GaussK dans le cas o�u le syst�eme de coordonn�ees
locales est orthogonal, c'est-�a-dire lorsque la matriceFI est diagonale) :

Si F = 0 : K = �
1

2J

�
@

@u

�
Gu

J

�
+

@
@v

�
Ev

J

��
avecJ =

p
d�et(FI ) =

p
EG (71)

Preuve : (tr�es calculatoire ; peut être omise sans cons�equences pour la suite...).
Quelques calculs pr�eliminaires pour transformer (71) :

K = �
1

2J

�
Gu;u

J
�

Gu

J 2 Ju +
Ev;v

J
�

Ev

J 2 Jv

�

K = �
1

2EG

�
Gu;u �

Gu

EG
JJu + Ev;v �

Ev

EG
JJ v

�

Or, Ju =
1

2J
(Eu G + EGu ) et Jv =

1
2J

(Ev G + EGv ). Donc :

K = �
1

4E 2G2 (2EGGu;u � Gu (Eu G + EGu ) + 2 EGE v;v � Ev (Ev G + EGv )) (72)

qui est la forme sous laquelle nous ferons ult�erieurement la jonction.
Partons donc de la mani�ere suivante : puisqueg12 = F = 0 :

K =
d�et(FII )
d�et(FI )

=
R1212

EG
=

R1
212

G
(73)

car, en e�et : R1212 =
P 2

h=1 g1h Rh
212 = ER 1

212 (d'apr�es (69) et puisque g12 = F = 0). Or, comme il r�esulte
de (68) :

R1
212 =

@� 1
22

@u1
�

@� 1
21

@u2
+

2X

r =1

(� r
22� 1

r 1 � � r
21� 1

r 2)

soit, en revenant aux appellations non indic�ees pour les variables locales :

R1
212 =

@
@u

� 1
22 �

@
@v

� 1
21 + (� 1

22� 1
11 � � 1

21� 1
12) + (� 2

22� 1
21 � � 2

21� 1
22) (74)

Rappelons que, d'apr�es (??) et puisque F = 0, la matrice des coe�cients de Christo�el est

C = DF � 1
I =

�
1=E 0

0 1=G

�
1
2

�
Eu Ev � Gu

� Ev Gu Gv

�

Soit : �
� 1

11 � 1
12 � 1

22
� 2

11 � 2
12 � 2

22

�
=

1
2EG

�
GEu GEv � GGu

� EE v EGu EGv

�

Rempla�cons les valeurs des �kij obtenues ci-dessus dans l'expression (74) :

R1
212 = �

1
2E 2 (Gu;u E � Gu Eu + Ev;v E � E 2

v ) +
1

4E 2G2 [� G2Eu Gu � G2E 2
v + EGE v Gv + EGG2

u ]

D'apr�es (73) la courbure est �egale �a
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�
1

4E 2G2 (2EGGu;u � 2GGu Eu + 2EGE v;v � 2GE 2
v + GEu Gu + GE 2

v � EE v Gv � EG2
u )

qui co•�ncide bien avec l'expression (72) que l'on devait obtenir.
(�n de la preuve de la proposition).
Remarque : On peut d�emontrer que, dans le cas g�en�eral :

K =
1
E

(
�
� 2

11

�
v �

�
� 2

12

�
u + � 1

11� 2
12 + � 2

11� 2
22 � � 1

12� 2
11 � � 2

12� 2
12)

7 Des cat�egories sp�eciales de surfaces

Nous avons d�ej�a vu quelques exemples de surfaces, et notamment la sph�ere. Nous regroupons dans ce
paragraphe des r�esultats g�en�eriques correspondant �a quelques grandes cat�egoriesde surfaces fr�equemment
rencontr�ees.

7.1 Les surfaces de r�evolution

Une surface de r�evolution est engendr�ee par la rotation d'un m�eridien g�en�erateur autour d'un axe que
nous supposerons être l'axeOz. Nous privil�egions la repr�esentation param�etrique suivante :

Surface de r�evolution autour de Oz
(pour u > 0 et 0 � v < 2� ).

�
: X =

8
<

:

x = u cosv
y = u sinv
z = ' (u)

(75)

o�u ' est une fonction monotone (i.e., soit croissante, soit d�ecroissante) suppos�ee "su�samment d�erivable".
Pour la sph�ere, on aura donc besoin de deux d�e�nitions : l'une pour l'h�emisph�ere nor d z = ' N (u) =p

1 � u2, et l'autre pour l'h�emisph�ere sud z = ' S (u) = �
p

1 � u2.
On appeleraparall�ele (resp. m�eridien) , toute courbe d'�equation u = cste (resp. v = cste).
La repr�esentation param�etrique (75) permet d'obtenir (en ayant pos�e ' 0 := ' 0(u), ' 00:= ' 00(u), etc... a�n

d'all�eger les notations) :
1) Une base du plan tangent est constitu�ee par

X u =

0

@
cosv
sinv
' 0

1

A et X v =

0

@
� u cosv

u sinv
0

1

A

aveckX u k =
p

1 + ' 02 et kX v k = u (rappelons queu > 0).

2)
�!
N =

1
p

1 + ' 02

0

@
� ' 0cosv
� ' 0sinv

1

1

A est un vecteur normal unitaire.

3) FI =
�

1 + ' 02 0
0 u2

�
et FII =

1
p

1 + ' 02

�
' 00 0
0 u' 0

�
.

4) K =
' 0' 00

u (1 + ' 02)2 et H =
1

p
1 + ' 02

�
' 0

u
+

' 00

1 + ' 02

�

5) La matrice de Christo�el est (voir (56)) :

C = F � 1
I D =

�
' 0' 00=(1 + ' 02) 0 � u=(1 + ' 02)

0 1=u 0

�

(les coe�cients sont obtenus via leurs d�e�nitions (14)).
6) Le syst�eme d'�equations di��erentielles des g�eod�esiques (58) devient :

�
(1 + ' 02)u00+ ' 0' 00u02 � uv02 = 0
uv00+ 2u0v0 = 0

(76)

28



Fig. 11 { Une surface de r�evolution avec mise en �evidence des param�etresu et � de la condition de Clairaut.

Puisque u 6= 0, la deuxi�eme �equation ci-dessus est �equivalente �a (u2v0)0 = 0, autrement dit �a u2v0 =
constante.

Or, cette condition n�ecessaire s'�ecrit encore :

u2v0 = u cos� = constante (condition de Clairaut). (77)

o�u � est l'angle que fait la g�eod�esique avec le parall�ele passant par le point consid�er�e ?.
En e�et, d'apr�es (26) et par propri�et�e du produit scalaire et pour une courbe param� etr�ee par son abscisse

curviligne, c'est-�a-dire avec










��! r








 = 1 :

u1 cos� =
�!
X v �

��! r = X v � (X u u0+ X v v0) = kX v k2 v0 = u2v0

Remarque : Une autre fa�con, l�eg�erement plus g�en�erale, de d�e�nir une surface de r�evolution est la
suivante :

Surface de r�evolution : X (u; v) = ( g(u) cosv; g(u) sin v; h(u)) (78)

Autrement dit, c'est le cas o�u le "pro�l" est d�e�ni par les �equations param�etriq ues (g(u); h(u)) (sans point
double pour qu'il n'y ait pas d'auto-intersection de la courbe) dans le planx0z (avec g > 0 a�n d'�eviter une
autre cause d'auto-intersection de la surface).

Exemple d'application : les g�eod�esiques d'un cône :
Un cône de r�evolution de sommet O et de demi-angle d'ouverture �

2 � � a pour repr�esentation pa-
ram�etrique :

(u cosv, u sinv, pu): (79)

(o�u l'on a pos�e p = tan � ).
Remarque : Dans un "mod�ele en carton" d'un tel cône (on "fend" le cône le long de l'une de ses

g�en�eratrices et on le d�eplie sur un plan : remplacer les coordonn�ees (u, v) par les coordonn�ees polaires (r , � )
de ce mod�ele en carton).

Les g�eod�esiques du cône sont les solutions du syst�eme di��erentiel (76) qui s'�ecrit, compte tenu de ce que
' (u) = pu, et en rempla�cant la deuxi�eme �equation par celle de Clairaut :

�
(1 + p2)u00� uv02 = 0 ( � )
u2v0 = K (� )

(80)
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(o�u K est une constante). Nous pouvons nous attendre �a deux types de solutions
a) (particuli�eres) : les g�en�eratrices du cône, caract�eris�ees par v = constante et u = mt + n (fonction a�ne

du temps) (on s'assurera que (� ) et ( � ) sont v�eri��ees).
b) (g�en�erales) : dans le cas o�u v n'est pas constante, on peut tirerv0 de (� ) et le reporter dans (� ) ; on

obtient :

u3u00= L 2 (81)

(on a pos�e : L 2 =
K 2

1 + p2 =
K 2

1 + tan 2 �
= K 2 cos2 � ). Cette �equation di��erentielle en u poss�ede (nous

l'admettrons) pour solution g�en�erale :

u(t) =
p

at2 + bt + c =

s

a
�

(t +
b

2a
)2 +

L 2

a2

�
(82)

(on a donc deux constantes arbitrairesa et b : c est li�ee �a L par la contrainte 4ac � b2 = 4L 2).
Il su�t alors de reporter cette expression de u dans (80) pour obtenir l'�equation di��erentielle

v0 =
1
a

1

(t +
b

2a
)2 +

L 2

a2

que l'on int�egre imm�ediatement sous la forme :

v =
1
L

ArcT an
a
L

(t +
b

2a
) + M d'o�u t +

b
2a

=
L
a

tan(L (v � M ))

On �elimine t en reportant cette expression det +
b

2a
dans (82) ; on obtient la forme g�en�erale de l'�equation

d'une g�eod�esique :

u =

s

a
�

(
L 2

a2 tan(L (v � M ))2 +
L 2

a2

�
=

L
p

a

q
1 + tan 2(L (v � M ))

soit :

u =
L

p
a

1
cos(L (v � M ))

qui peut être interpr�et�ee dans le cadre de la "mise �a plat" du cône (cf. Remarque du d�ebut) ; en e�et,

r = Lp
a

1
cos(L (� � M ))

est l'�equation polaire d'une droite (dont on ne prendra qu'un segment). D'o�u une

Interpr�etation remarquable : une g�eod�esique du cône (qu'elle appartienne �a la premi�ere ou �a la
deuxi�eme famille) a pour image une g�eod�esique du plan, c'est-�a-dire un segment de droite.

7.2 Les surfaces r�egl�ees et d�eveloppables

On peut d�e�nir une surface r�egl�ee de la mani�ere suivante :

�!
X (u; v) =

�!
Y (u) + v

�!
Z (u) avec 8u







�!
Z (u)






 = 1

pour un certain domaine u0 < u < u 1 et v0 < v < v 1 (les valeursui et vi pouvant être �1 ).
Si u est �x�e �egal �a u0,

�!
X (u0; v) d�ecrit une droite ou plutôt un segment de droite, ce qui explique le terme

"surface r�egl�ee".
Pour simpli�er les calculs (sans nuire en fait �a la g�en�eralit�e), nous allons supposer de plus que le pa-

ram�etrage a �et�e choisi en sorte que les trois conditions suivantes soient v�eri��ees :
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Fig. 12 { Les g�eod�esiques d'un "vrai" cône et celles du cône aplati qui en est le "patron", autrement dit que
l'on obtient en fendant le cône le long de l'une de ses g�en�eratrices.

8
>><

>>:







�!
Z






 = 1 (vecteur directeur unitaire), d'o�u :

�!
Z �

�!
Z 0 = 0.







�!
Yu






 =







�!
Y 0(u)






 = 1(vitesse unitaire) et

�!
Z �

�!
Y 0(u) = 0.

(83)

(on convient de noter par un prime les d�eriv�ees par rapport �a u).
D�ecrivons quelques �el�ements caract�eristiques des surfaces r�egl�ees comme nous l'avons fait pour les surfaces

de r�evolution :
1) Une base du plan tangent est constitu�ee par

�!
X u =

�!
Y 0+ v

�!
Z 0et

�!
X v =

�!
Z .

Ils sont orthogonaux d'apr�es (83). Le second vecteur est unitaire. Le premier a pournorme :





�!
X u








2
=







�!
Y 0








2
+ 2v

�!
Y 0 �

�!
Z 0+ v2







�!
Z 0








2
= 1 + 2 v

�!
Y 0 �

�!
Z 0+ v2







�!
Z 0








2

2)
�!
N =

1





�!
X u








(
�!
Y 0 �

�!
Z + v

�!
Z 0 �

�!
Z ) est un vecteur normal unitaire au plan tangent.

3) FI =

 





�!
X u








2
0

0 1

!

et FII =
1






�!
X u








�
L M
M 0

�
.

avec L = d�et(
�!
Y 00+ v

�!
Z 00;

�!
Y 0+ v

�!
Z 0;

�!
Z ) et M = d�et(

�!
Y ;

�!
Z ;

�!
Z 0).

Exercice : Montrer, en appliquant le r�esultat (71) qu'une surface r�egl�ee est telle que K � 0 (partout).

Si le plan tangent est invariant le long d'une même g�en�eratrice, on dit que la surface estd�eveloppable. Les
surfaces d�eveloppables sont nombreuses : cylindres, cônes, Parabolodes Hyperboliques (PH), Hyperbolodes
une nappe (H1), surfaces engendr�ees par les tangentes �a une même courbe gauche, etc...

8 Le th�eor�eme de Gauss-Bonnet

Consid�erons une courbe param�etr�ee par son abscisse curviligne.
Notons, comme nous l'avions fait pour le tri�edre de frenet,

�!
t son vecteur vitesse (qui n'est autre que

son vecteur tangent unitaire puisque le param�etrage est fait par rapport �a l' abscisse curviligne), et�! n sa
normale unitaire. (

�!
t ; �! n ) constitue donc une base orthonorm�ee directe. Supposons que la param�etrisation

de la surface se fasse selon des coordonn�ees orthogonales (on a doncF = 0) : on a ainsi
�!
X u ?

�!
X v . Constituons

�a partir de l�a un rep�ere orthonorm�e en prenant le rep�ere �! eu =
�!
X u =

p
E et �! ev =

�!
X v =

p
G:

Lemme : La courbure g�eod�esique est donn�ee par :

� g =
1

2
p

EG

�
Gu

dv
ds

� Ev
du
ds

�
+

d�
ds
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Fig. 13 { Une des plus importantes surfaces r�egl�ees : le PH (Parabolo•�de Hyperbolique).

Preuve : Avec des notations d'un type dj rencontr, on peut crire :
0

@
p p
t n
p p

1

A =

0

@
p p

eu ev

p p

1

A (R� � ) (84)

exprime qu'il existe une rotation R� � amenant le premier rep�ere orthonorm�e sur le deuxi�eme.
D�erivons (84) par rapport �a s :

�
t0 n0

�
=

�
e0

u e0
v

�
(R� � ) +

�
eu ev

� �
R�= 2

�
(R� � ) � 0(s)

Soit :

�
t0 n0

�
=

��
e0

u e0
v

�
� � 0�

� ev eu
�	

(R� � )

Si nous faisons membre �a membre le produit de cette expression par l'expression obtenueen transposant
(84), �a savoir : �

� tT �
� nT �

�
= ( R� )

�
� eT

u �
� eT

v �

�

nous obtenons :

�
� tT �
� nT �

�
0

@
p p

t0 n0

p p

1

A = ( R� )
�

� eT
u �

� eT
v �

�
0

@
p p

(e0
u + � 0ev ) (e0

v � � 0eu )
p p

1

A (R� � )

�
0 tT n0

nT t0 0

�
= ( R� )

�
0 eT

u e0
v � � 0

eT
v e0

u + � 0 0

�
(R� � )

Or, lorsqu'on d�erive l'identit�e tT n = 0, il en r�esulte que tT n0 = � nT t0. Par suite, la matrice situ�ee dans le
membre de gauche est antisym�etrique. Il en est donc de même (et pour une raison analogue) dans le membre
de droite, si bien que l'identit�e pr�ec�edente devient :

nT t0�
R�= 2

�
= ( eT

v e0
u + � 0) (R� )

�
R�= 2

�
(R� � )
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d'o�u
nT t0 = eT

v e0
u + � 0

Or le calcul que nous venons de mener a de forts points communs avec la d�emonstration qui suit la formule
(48). En fait, c'est le même calcul mais avec deux colonnes au lieu de trois. Il est donc normal de retrouver

le bloc sup�erieur gauche
�

0 � � n

� n 0

�
de la matrice r�esultat dans (49) ou plus exactement

�
0 � � g

� g 0

�

car l'angle � que nous manipulons est �egal �a�= 2� ' (les courbures normale et g�eod�esique s'�echangeant dans
un tel cas puisque sin et cos s'�echangent).

Par suite, la courbure g�eod�esique au point consid�er�e est :

� g = eT
v e0

u + � 0

Or e0
u =

d
ds

�
1

p
E

X u

�
=

1
p

E

�
X u;u

du
ds

+ X u;v
dv
ds

�
�

1

2E
p

E
X u

�
Eu

du
ds

+ Ev
dv
ds

�

D'o�u, en pr�emultipliant par eT
v =

X T
vp
G

:

eT
v e0

u =
1

p
EG

�
X T

v X u;u
du
ds

+ X T
v X u;v

dv
ds

�

Soit, d'apr�es (51) et (56) (en tenant compte du fait que F = 0) :

eT
v e0

u =
1

2
p

EG

�
Gu

dv
ds

� Ev
du
ds

�

ce qui ach�eve la preuve du lemme.

Consid�erons maintenant une famille �nie d'arcs � 1, � 2, ...� n , trac�es sur la surface (voir Fig.?? (b)) se
raccordant pour d�elimiter une zone R , chacun des arcs faisant un angle ext�erieur� i avec l'arc qui le pr�ec�ede.
On a alors :

Th�eor�eme de Gauss-Bonnet :

nX

i =1

Z

� i

� g(s)ds +
Z Z

R
KdA = 2 � �

nX

i =1

� i (85)

Preuve : D'apr�es le lemme ci-dessus :

nX

i =1

Z

� i

� g(s)ds =
nX

i =1

Z

� i

1

2
p

EG

�
Gu

dv
ds

� Ev
du
ds

�
ds +

nX

i =1

Z

� i

d� i

ou encore, en d�esignant par@R=
P n

i =1 � i le bord de la zoneR obtenu par mise bout-�a-bout des arcs� i :

nX

i =1

Z

� i

� g(s)ds =
1
2

Z

@R

�
Gup
EG

dv �
Eup
EG

du
�

+
nX

i =1

Z

� i

d� i (86)

Or il existe un r�esultat classique, connu sous le nom de "th�eor�eme de Green", qui permet de passer d'une
int�egrale curviligne �a une int�egrale double ; ce th�eor�eme s'exprime de la fa�con suivante :

Z

@R
(P du + Qdv) =

Z Z

R

�
@Q
@u

�
@P
@u

�
dudv

ce qui, appliqu�e �a (86), donne :

nX

i =1

Z

� i

kg(s)ds = �
1
2

Z Z

R

�
@
@v

�
Eup
EG

�
+

@
@u

�
Gup
EG

��
dudv +

nX

i =1

Z

� i

d� i

ou encore, d'apr�es (71) (les conditions d'application sont remplies)

33



nX

i =1

Z

� i

kg(s)ds = �
Z

K
p

EGdudv| {z }
=

p
d�et (F I )dudv = dA

+

 

2� �
nX

i =1

� i

!

En ce qui concerne la derni�ere parenth�ese : elle exprime le fait (qui demanderait un examen d'ailleurs
un peu plus rigoureux) que le bilan normal d'une variation angulaire de tangente �a une courbe ferm�ee de
type C1 est 2� . A ce bilan doit être soustrait ce qui provient des variations "brusques" de cet tangente aux
raccordements inter-arcs, ces variations n'�etant pas prises en compte dans les int�egrales.

Corollaire : Lorsqu'on a a�aire �a un triangle g�eod�esique, c'est-�a-dire dont les arcs sont des g�eod�esiques
(et par cons�equent ont une courbure g�eod�esique nulle) :

Z Z
KdA = bA + bB + bC � �

(Preuve imm�ediate).
Corollaire : Dans le cas de la sph�ere unit�e, pour laquelleK = 1, l'�egalit�e pr�ec�edente devient :

aire du triangle sph�erique = bA + bB + bC � �

(ce que l'on appelle le d�efaut angulaire)

9 Calcul di��erentiel ext�erieur et m�ethode du rep�ere mobi le

Nous avons choisi de pr�esenter les bases du calcul ext�erieur en Annexe III, pour ne pas alourdir le corps
principal du texte. Il est donc judicieux de parcourir rapidement cette annexe avant d'aborder cechapitre,
quitte �a la revoir un peu plus en profondeur ult�erieurement.

Les applications du calcul di��erentiel ext�erieur sont nombreuses, au point d'englober, d'une certaine
fa�con, le classique calcul di��erentiel multivariables.

L'utilisation que l'on peut en faire �a propos des surfaces est assez remarquable. A partir du deuxi�eme
paragraphe, nous convions le lecteur �a une v�eritable revisite de ce que nous avons fait pr�ec�edemment avec
l'�eclairage du calcul di��erentiel ext�erieur.

9.1 La m�ethode du rep�ere mobile

La m�ethode tr�es puissante du rep�ere mobile rentre dans le cadre de la g�eom�etrie di��erentielle moderne.
Cette m�ethode, d�evelopp�ee par le math�ematicien Elie Cartan, s'appuie sur le calcul di��erentiel ext�erieur

(qu'il a lui même d�evelopp�e �egalement !) Son principe est de d�ecrire le mouvement in�nit�esimal d'un rep�ere
mobile (P, e1, e2, e3) par

Les mouvements
in�nit�esimaux

�
de

�
de l'origine P
et de chaqueei

d�ecrits vis-�a-vis de la base desej

Soit la donn�ee de douze1-formes di��erentielles : trois formes � i et neuf formes! j
i (rappel :

��!
OP = X )

telles que :
(

dX =
P 3

i = 1 � i ei

dei =
P 3

j = 1 ! j
i ej pour i = 1 ; 2; 3

(87)

(attention : le i de � i et le j de ! j
i sont des "indices sup�erieurs" et non des exposants).

(87) peut �egalement s'�ecrire avec des notations matricielles :
�

dX = E�
dE = E


(88)
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avec

� :=

0

@
� 1

� 2

� 3

1

A , E :=

0

@
p p p

e1 e2 e3

p p p

1

A ; 
 :=

0

@
! 1

1 ! 2
1 ! 3

1
! 1

2 ! 2
2 ! 3

2
! 1

3 ! 2
3 ! 3

3

1

A =:

0

@
� � 0 � � 1

� 0 � � 2

� 1 � 2

1

A (89)

Remarque importante : La matrice 
 est antisym�etrique car la deuxi�eme �equation (88), �ecrite sous
la forme 
 = E � 1dE, montre que, si E est une matrice orthogonale (correspondant �a un rep�ere mobile
orthonorm�e), 
 est la "d�eriv�ee logarithmique" de E (voir Annexe I) ; de 9 coe�cients ! j

i , on est ramen�e �a 3
coe�cients not�es � i .

Remarque : Les tri�edres auxquels nous nous int�eresserons ult�erieurement sont ceux qui "roulent" en
quelque sorte sur la surfaceS que l'on veut �etudier comme ceux que nous avions d�ecrit pour le transport
parall�ele. Dans ce cas, si l'on convient quee1, e2 sont dans le plan tangent,e3 co•�ncide avec le vecteur normal
�a S ; on aura donc :

� 3 = 0

Et par suite, d'apr�es (26), (87) s'�ecrit :

dX = X u du + X v dv = � 1e1 + � 2e2 (90)

Avant d'aller plus loin, examinons un :
Exemple :
Consid�erons la param�etrisation (classique) du tore, obtenu comme surfacede r�evolution g�en�er�ee par la

rotation du cercle d'�equation ( x � a)2 + z2 = b2 dans le planxOz (a > b > 0), cette rotation se faisant autour
de Oz. Le point courant et ses d�eriv�ees par rapport �a u et v sont donn�es par :

X =

0

@
(cosu)(a + bcosv)
(sin u)(a + bcosv)

bsinv

1

A . (on notera que cette param�etrisation est du type (78)). Par suite :

X u = ( a + bcosv)

0

@
� sinu
cosu

0

1

A X v = b

0

@
� sinv cosu
� sinv sinu

bcosv

1

A ; si e1 =

0

@
� sinu

cosu
0

1

A ; e2 =

0

@
� cosu sinv
� sinu sinv

cosv

1

A

et e3 = e1 � e2: (e1, e2, e3) constituent une base orthonorm�ee (v�eri�er !).

Par suite, d'apr�es (90) :

� 1 = ( a + bcosv)du et � 2 = bdv (Rappel : � 3 = 0) (91)

L'�el�ement d'arc sera donc ds2 =
�
� 1

� 2
+

�
� 2

� 2
= ( a + bcosv)2(du)2 + b2(dv)2.

Par ailleurs :

de1 =

0

@
� sinu
cosu

0

1

A du ; de2 =

0

@
sinu sinv

� cosu cosv
0

1

A du �

0

@
sinu sinv
sinu cosv

sinv

1

A dv

et de3 =

0

@
� sinu cosv
cosu cosv

0

1

A du +

0

@
� cosu sinv
� sinu sinv

cosv

1

A dv

Ce que l'on peut �ecrire par d�ecomposition sur la base (e1, e2, e3) (les coe�cients pouvant être calcul�es
par produit scalaire avec ces vecteurs de base) :

8
<

:

de1 = (sin vdu)e2 � (cosvdu)e3

de2 = � (sin vdu)e1 � (dv)e3

de3 = (cos vdu)e1 (dv)e2

(92)

soit

0

@
p p p

de1 de2 de3

p p p

1

A

| {z }
dX

=

0

@
p p p

e1 e2 e3

p p p

1

A

| {z }
X

0

@
� sinvdu cosvdu

sinvdu dv
� cosvdu � dv

1

A

| {z }
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Fig. 14 { Le tore examin�e d'un point de vue local.

Conform�ement �a (89), la matrice antisym�etrique 
 a pour coe�cients des formes di��erentielles de degr�e
1 au sens du calcul ext�erieur (et non plus de simples fonctions), avec

� 0 = sin vdu, � 1 = � cosvdu, � 2 = � dv (93)

9.2 Les �equations de structure

Reprenons maintenant le cas g�en�eral.
Diverses relations lient les� i et les ! j

i .
Ce sont les �equations de structure de Cartan, a priori au nombre de 12 :

(
d� i +

P 3
j = 1 ! i

j ^ � j = 0 pour i = 1 ; 2; 3
d! i

j +
P 3

k = 1 ! i
k ^ ! k

j = 0 pour i; j = 1 ; 2; 3
(94)

que l'on peut encore �ecrire sous forme matricielle, avec les notations introduites ci-dessus :

d� + 
� = 0 et d
 + 
 2 = 0

o�u les produits 
� et 
 2 entre matrices de formes sont �a e�ectuer en rempla�cant les prod uits
ordinaires par des produits ext�erieurs .

Ces �equations de structure ne sont absolument pas limit�ees �a la dimension trois. Elles s'appliquent �a des
cas beaucoup plus g�en�eraux de vari�et�es de dimension quelconque (voir le paragraphe suivant, consacr�e aux
vari�et�es di��erentiables).

Cependant, en se limitant �a la dimension 3; et en consid�erant des rep�eres mobiles (P, e1, e2, e3) ortho-
norm�es (a�n que 
 soit antisym�etrique) avec e1, e2 dans le plan tangent et e3 = N , vecteur normal �a la
surface (cons�equence :� 3 = 0), on peut op�erer, grâce �a la forme (89), une simpli�cation des expressions (94) :

0

@
d� 1

d� 2

0

1

A +

0

@
� � 0 � � 1

� 0 � � 2

� 1 � 2

1

A ^

0

@
� 1

� 2

0

1

A = 0
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et

0

@
� d� 0 � d� 1

d� 0 � d� 2

d� 1 d� 2

1

A +

0

@
� � 0 � � 1

� 0 � � 2

� 1 � 2

1

A ^

0

@
� � 0 � � 1

� 0 � � 2

� 1 � 2

1

A = 0

(les � i sont not�es � i pour une meilleure lisibilit�e). Ces �equations de structure, mises sous forme scalaire,
donnent lieu aux 6 �equations tr�es simples que voici :

Equations
de structure

8
<

:

d� 1 = � 0 ^ � 2

d� 2 = � � 0 ^ � 1

� 1 ^ � 1 + � 2 ^ � 2 = 0
et

8
<

:

d� 0 = � � 1 ^ � 2

d� 1 = � � 2 ^ � 0

d� 2 = � � 0 ^ � 1

(95)

Nous leur adjoignons une retranscription (�a partir de (87) et de (89)) des d�e�nitio ns des� i et des � j :

dX = � 1e1 + � 2e2 + � 3e3 et

8
<

:

de1 = � 0e2 + � 1e3

de2 = � � 0e1 + � 2e3

de3 = � � 1e1 � � 2e2

(96)

Remarque : La matrice des coe�cients de (96) est 
 T et non 
.
Exercice 1 : V�eri�ons le deuxi�eme groupe d'�equations (95) dans l'exemple du tore (voir (9 3)) ; en e�et,

il y a identit�e entre :8
<

:

d� 0 = cos vdv ^ du et � � 1 ^ � 2 = � (� cosvdu) ^ (� dv) ^ (sin vdu)
d� 1 = sin vdv ^ du et � � 2 ^ � 0 = � (� dv) ^ (sin vdu)

d� 2 = 0 et � � 0 ^ � 1 = � sinvdu ^ (� cosvdu) = 0.

Pour ce même exemple, le lecteur pourra v�eri�er le premier groupe d'�equations (95) (voir (91)).
Exercice 2 : Consid�erons une surfacede r�evolution autour de l'axe Oz donn�ee sous la forme (78).
Montrer que � 1 = du et � 2 = g(u)dv et que


 =

0

@
� d� 0 � d� 1

d� 0 � d� 2

d� 1 d� 2

1

A =

0

@
� g0dv=u0 � Adu

g0dv=u0 � h0dv=u0

Adu h0dv=u0

1

A

avec A = ( h00g0 � h0g00)=(u0)2. Etablir ensuite les �equations de structure.
Peut-on utiliser l'exercice 1 �a des �ns de v�eri�cation ?

9.3 Formes fondamentales I et II, courbures, etc... revisit �ees avec le calcul
ext�erieur

Introduisons tout d'abord un concept de nature technique : la "vectorialisation" des formes di��erentielles.
Les colonnes de la matrice 
 ci-dessus par exemple sont constitu�ees par destriplets de 1-formes di��erentielles .

On peut envisager �egalement les triplets de 0-formes, de 2-formes, etc... Ces triplets (�a condition d'être ho-
mog�enes), s'ajoutent et sont �egalement susceptibles d'être multipli�es par des fonctions.

On peut d�e�nir une op�eration "produit vectoriel" (not�ee avec une croix) entre tripl ets de 1-formes, qui
donnera non pas un triplet de 1 formes mais de 2-formes en rempla�cant (comme on l'a d�ej�a fait ci-dessus)
les produits ordinaires par des produits ext�erieurs sous la forme suivante :

0

@
� 1

� 2

� 3

1

A �

0

@
� 1

� 2

� 3

1

A :=

0

@
� 2 ^ � 3 � � 3 ^ � 2

� 3 ^ � 1 � � 1 ^ � 3

� 1 ^ � 2 � � 2 ^ � 1

1

A (97)

Remarques : 1) Si � 1 et � 2 sont des 1-formes ind�ependantes, le produit vectoriel de vecteurs de 1-formes
qui suit :

0

@
� 1

� 2

0

1

A �

0

@
� 1

� 2

0

1

A =

0

@
0
0

2� 1 ^ � 2

1

A 6= 0
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contrairement �a ce qui se passe pour le produit vectoriel habituel (o�u
�!
U �

�!
U = 0 quel que soit

�!
U ). Ceci

est dû, on l'aura remarqu�e, �a l'anticommutativit�e du produit ext�erieur .
2) Dans le cas particulier o�u les 1-formes� i sont toutes "multiples" (c'est-�a-dire produit par une fonction)

d'une même 1-forme� et qu'il en est de même des 1-formes� j multiples d'une même 1-forme� , on peut
v�eri�er l'identit�e

�

0

@
A
B
C

1

A � �

0

@
D
E
F

1

A = ( � ^ � )

0

@
A
B
C

1

A �

0

@
D
E
F

1

A (98)

Cas particulier : si l'on note �! e1 ; �! e2 ; �! e3 les vecteurs d'un tri�edre, (98) permet d'�ecrire :

pour tous i; j : � �! ei � � �! ej = ( � ^ � )�! ei � �! ej (99)

Si on d�esigne par
�!
X =

�!
X (u; v) le point courant de la surface S, et

�!
N le vecteur normal �a la surface

en X ,
�!
dX (tout comme

�!
dN ) sont des vecteurs de 1-formes qui se d�ecomposent sur la base�! e1 ; �! e2 (ou encore

dont la composante sur
�!
N est nulle). On sait (voir (96)) que :

( �!
dX = � 1

�! e1 + � 2
�! e2

d�! e3 =
�!
dN = � � 1

�! e1 � � 2
�! e2

(100)

d�e�nissent les � i et les � i :
On se place dans un cas o�u� 1; � 2 constitue une base de l'espace des 1-formes (rappelons que les 1-formes

dont il est question sont bi-dimensionnelles, car attach�ees �a la surface).
Les 1-formes� 1 et � 2 peuvent se d�ecomposer sur cette base comme suit :

�
� 1 = h11� 1 + h12� 2

� 2 = h21� 1 + h22� 2
avec W =

�
h11 h12

h21 h22

�
matrice de Weingarten. (101)

Le fait que l'on retrouve la matrice de Weingarten n'a rien d'�etonnant puisque � 1 et � 2, tels qu'on les
voit dans (100), "mesurent" les variations de la normale vis-�a-vis de la base�! e1 , �! e2 du plan tangent.

La forme I aura pour �equivalent ici le produit vectoriel de vecteurs de 1-formessuivant (voir d�e�nition
en (97)) :

�!
dX �

�!
dX = ( � 1

�! e1 + � 2
�! e2 ) � (� 1

�! e1 + � 2
�! e2 )

ou encore, apr�es d�eveloppement, en utilisant (99) :

�!
dX �

�!
dX = 2( � 1 ^ � 2)�! e1 � �! e2 = 2( � 1 ^ � 2)�! e3 (�equivalent de la forme I ) (102)

En ce qui concerne l'�equivalent de la formeII , ce sera :

�!
dX �

�!
dN = ( � 1

�! e1 + � 2
�! e2 ) � (� � 1

�! e1 � � 2
�! e2 )

qui, d�evelopp�ee �egalement en utilisant (99), donne :

�!
dX �

�!
dN = � (� 1 ^ � 2 � � 2 ^ � 1)�! e3 (�equivalent de la forme II ) (103)

Remarque : Dans (102) et (103), la normale ext�erieure�! e3 sert en quelque sorte de "support" aux formes
di��erentielles vectorielles

�!
dX �

�!
dX et

�!
dX �

�!
dN .

Si l'on prend � 1 ^ � 2 pour base de l'espace des 2-formes di��erentielles �a 2 variables (qui est de dimension
1 ; voir (117)) il existera deux fonctions K et H telles que, resp. :

�
� 1 ^ � 2 = K � 1 ^ � 2 K : courbure de Gauss

� � 2 ^ � 1 + � 1 ^ � 2 = � 2H � 1 ^ � 2 H : courbure moyenne.
(104)

Le miracle (apparent) est que ces d�e�nitions de K et de H co•�ncident avec les d�e�nitions de la courbure
de Gauss et de la courbure moyenne donn�ees en (41).
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Ceci s'�etablit ais�ement en revenant �a la matrice de Weingarten. En e�et :
Pour la courbure de Gauss, on obtient

� 1 ^ � 2 = ( h11� 1 + h12� 2) ^ (h21� 1 + h22� 2)
= h11� 1 ^ h22� 2 + h12� 2 ^ h21� 1

= ( h11h22 � h12h21) ( � 1 ^ � 2)
= d�et(W ) ( � 1 ^ � 2)

d'apr�es (101).
Pour la courbure moyenne :

� 1 ^ � 2 � � 2 ^ � 1 = � 1 ^ (h21� 1 + h22� 2) � � 2 ^ (h11� 1 + h12� 2)
= 0 + h22� 1 ^ � 2 � h11� 2 ^ � 1 + 0
= ( h11 + h22)( � 1 ^ � 2)
= trace(W ) ( � 1 ^ � 2)

Remarques importantes :
a) On aurait pu mener un autre type de calcul pour

�!
dX �

�!
dX , �a savoir, d'apr�es (90) et (99) :

�!
dX �

�!
dX = ( duX u + dvX v ) � (duX u + dvX v ) = ( du ^ dv) (X u � X v )

b) G�en�eralisation de la formule du ds2 (voir (24)) :

Si deux courbesC1 et C2 trac�ees sur la surfaceS de vecteurs tangents in�nit�esimaux
�

du1

dv1

�
et

�
du2

dv2

�

resp., se coupent au pointP selon un angle
 , on a

ds1 ds2 cos
 =
�

du1 dv1
�

�
E F
F G

� �
du2

dv2

�

ou encore :

ds1 ds2 cos
 = Edu1 du2 + F (du1 dv2 + du2 dv1) + Gdv1 dv2

qui apparâ�t comme un "d�edoublement" de la formule (24) et dont l'une des deux interpr�etations est celle
d'une identit�e entre 2-formes : remplacer dans l'expression ci-dessus tous les produits d'�el�ements di��erentiels
par des produits ext�erieurs :

cos
 ds 1 ^ ds2 = Edu1 ^ du2 + :::

10 Pour aborder les "vari�et�es"

Une vari�et�e ou encore "vari�et�e di��erentiable", peut être d�e�nie comme une h ypersurface de dimensionp
dans un espace de dimensionn, ou, plus pr�ecis�ement, comme un "objet" math�ematique que l'on �etudie via
sa "ressemblance locale" avec l'espace "ordinaire"R p. Cette ressemblance va être attest�ee, codi��ee par des
cartes, exactement comme des cartes terrestres mod�elisent une r�egion du globe enp = 2 dimensions. Une
contrainte relevant du bon sens est qu'une r�egion cartographi�ee de deux mani�eres doive être repr�esent�ee de
fa�con coh�erente (on dit "compatible") dans les deux cartes. Reste �a voir ce que l'on appelle "compatible"...

Nous proposons d'examiner deux cas particuliers : la sph�ere (not�eeS2) et l'espace projectif (not�e RP 2):
S2 est une vari�et�e qui est une surface 'ordinaire" ; nous allons montrer qu'on peut la cartographier avec

un "atlas" �a deux cartes. L'espace projectif RP 2, lui, en n�ecessitera trois.

10.1 L'exemple de la sph�ere :

On peut donner de la sph�ere une repr�esentation "cartographi�ee" avec une seule carte utilisant le syst�eme
de coordonn�ees (longitude, latitude) ou (longitude, colatitude). On en connait tous l'inconv�enient : les pôles
ne sont pas repr�esent�es par un point : la correspondance entre le "terrain" et la carte est non-bijective aux
pôles (longitude ind�etermin�ee). On montre facilement qu'il n'est pas possible d'avoir une seule carte, mais
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l�a n'est pas la question. Comment prendre alors deux cartes ? Il y a toutes sortes de proc�ed�es, notamment
ceux qui cartographient un peu plus qu'un h�emisph�ere �a chaque fois, de mani�ere �a cequ'une certaine bande
autour de l'�equateur soit cartographi�ee deux fois. C'est un peu ce que nous allons faire.

D�e�nissons la projection st�er�eographique �a partir du pôle Nord N (0; 0; 1) sur le plan �equatorial comme
�etant la transformation qui �a P(x; y; z) (�el�ement de la sph�ere, donc v�eri�ant x2 + y2 + z2 = 1) associe le
point P1 du plan xOy align�e avec N et P. P1 a pour cordonn�ees :

P1 = ( X; Y ) = ' (x; y; z) = (
x

1 � z
;

y
1 � z

) (105)

Preuve : L'alignement de N , P et P1 �equivaut �a la proportionnalit�e entre les composantes de

��!
NP1

0

@
X � 0
Y � 0
Z � 1

1

A et de
��!
NP 0

0

@
x � 0
y � 0
0 � 1

1

A soit :
X
x

=
Y
y

=
� 1

z � 1

d'o�u l'on tire X et Y (�n de la preuve).
La deuxi�eme carte sera obtenue en utilisant la transformation st�er�eographique jumelle, celle de pôle Sud

S ; elle associe au pointP(x; y; z) le point P2 de coordonn�ees (toujours sur le plan �equatorial) :

 (x; y; z) = (
x

1 + z
;

y
1 + z

) = ( X 2; Y2) (106)

(en e�et, il su�t de changer z en � z dans la formule (105)).
Remarque : On montre que les cartes obtenues ont la propri�et�e deconformit�e : on entend par ce terme

la propri�et�e de conservation des angles : deux courbes trac�ees sur la sph�ere faisant un angle � ont pour image
sur la "carte" deux courbes faisant encore un angle� . Par ailleurs la projection st�er�eographique transforme
des cercles de la sph�ere en cercles (ou exceptionnellement droites) du plan �equatorial.

Le passage d'une carte �a une autre est donn�e par la transformation compos�ee:

' �  � 1

(
R 2  � 1

! R 3 '
! R 2

(X 1; Y1) ! (x; y; z) ! (X 2; Y2) = ( X 1
X 2

1 + Y 2
1

; Y1
X 2

1 + Y 2
1

)

Prouvons cette derni�ere formule :

(X 2; Y2) = (
X 1

X 2
1 + Y 2

1
;

Y1

X 2
1 + Y 2

1
) qui �equivaut �a

8
<

:

O, P1 et P2 align�es
��!
OP2 =

1

kOP1k2

��!
OP1

(107)

Cette transformation du plan �equatorial dans lui même qui fait passer deP1 �a P2 est tr�es classique : on
l'appelle une inversion, plus pr�ecis�ement l'inversion de centre (ou de pôle) O et de puissance 1.

Nous allons obtenir (107) par un raisonnement g�eom�etrique simple que l'on pourra suivre sur la Figure
12. En e�et, les points O (centre de la sph�ere), N , S, P, P1 et P2 sont coplanaires et forment deux triangles
rectangles semblables (triangles �a côt�es mutuellement orthogonaux)SOP2 et NOP1 ; cette similitude permet

d'�ecrire : tan � =
ON
OP1

=
OP2

OS
d'o�u OP1:OP2 = 1 qui �equivaut �a (107).

Remarque : Dans les domaines de d�e�nition ci-dessus, il est n�ecessaire d'exclure deR 2 le point (0; 0),
ce qui correspond au fait que les cartes couvrent, l'une toute la sph�ere priv�ee du p^ole Nord, l'autre toute la
sph�ere priv�ee du pôle Sud.

Exercice : Montrer que l'on peut construire un atlas �a 6 cartes (associ�e �a 6 fonctions ' k du même type
que ' et  ci-dessus) pour la sph�ere unit�e de centre (0; 0; 0) en projetant s�epar�ement chaque h�emisph�ere sur
les plans de coordonn�eesxOy; yOz et zOx. Il s'agit donc de v�eri�er que toutes les compos�ees ' i � ' � 1

j (en
fait, seules les compos�ees susceptibles de pr�esenter un int�erêt) sont ind�e�niment d�erivables.

' fait correspondre aux points de l'h�emisph�ere Sud (resp. Nord) l'int�erieur ( resp. l'ext.) du disque
�equatorial. La composition  � ' � 1

est une inversion interne au plan �equatorial.
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Fig. 15 { Deux projections st�er�eographiques ' de pôle Nord et  de pôle Sud.

10.2 L'exemple de l'espace projectif :

D�esignons par V1 (resp. V2 et V3) l'espaceR 3 priv�e du plan x2Ox3 (resp x1Ox3, x1Ox2). Les applications

' 1(x1; x2; x3) = (
x2

x1
;

x3

x1
); ' 2(x1; x2; x3) = (

x1

x2
;

x3

x2
); ' 3(x1; x2; x3) = (

x1

x3
;

x2

x3
)

(d�e�nies resp. sur V1, V2 et V3), sont telles que

' i (rx 1; rx 2; rx 3) = ' i (x1; x2; x3) ( i = 1 ; 2; 3)

Elles ont donc un sens en tant qu'applications de l'espace projectifRP 2 dans R 2. Leurs inverses sont

' � 1
1 (u; v) = (1 ; u; v); ' � 1

2 (u; v) = ( u; 1; v); ' � 1
3 (u; v) = ( u; v; 1):

Les compos�ees' i � ' � 1
j sont ind�e�niment d�erivables : en e�et, si nous prenons par exemple les indices 1 et

2 :
' 2 � ' � 1

1 (u; v) = ' 2(1; u; v) = ( 1
u , v

u ) qui est ind�e�niment di��erentiable.
Remarque : On ne s'est pas pr�eoccup�e de pr�eciser les domaines de d�e�nition (et domaines image) des

' i � ' � 1
j ; �a titre d'exercice, faire la correspondance avec les (repr�esentations des) zones de recouvrement des

cartes num�erot�ees i et j .

10.3 D�e�nition g�en�erale :

Premi�ere d�e�nition : On appelle vari�et�e de dimension p (dans R n ) tout sous-ensembleV de R n

recouvert par une famille �nie d'ensemble ouvertsVi auxquels sont associ�es des fonctions' i de Vi dans R p

(appel�ees "cartes") telles que, pour tout couple (i; j ), l'application ' i � ' � 1
j : R p ! R p est C1 .

Cette d�e�nition correspond assez �a l'id�ee qu'on se fait d'une "hypersurfa ce". Il faut savoir qu'il existe
une autre d�e�nition qui �evite de faire appel �a un espace "ambiant" R n :

Deuxi�eme d�e�nition : On remplace le d�ebut de la d�e�nition ci-dessus par : "On appelle vari�et�e de
dimension p tout espacetopologiquerecouvert...".

11 Annexe I : Rappels et compl�ements d'alg�ebre lin�eaire

R n � p d�esigne l'ensemble (structur�e en espace vectoriel) des matrices �an lignes et p colonnes:
Une matrice A 2 R n � p peut être partag�ee en blocs de di��erentes fa�cons, notamment par "blocs de

colonnes" (la fa�con la plus fr�equente) et aussi par "blocs de lignes" sous la forme:
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A =

0

B
B
B
@

...
...

...

C1
... Cp

...
...

...

1

C
C
C
A

=

0

@
� � � L T

1 � � �
� � � � � � � � �
� � � L T

n � � �

1

A

AT d�esigne la transpos�ee de la matriceA.
Le produit matriciel n'est en g�en�eral pas commutatif ; on dit que deux matrices A et B commutent si

AB = BA .
Le "d�efaut de commutation" de A et B .est en quelque sorte mesur�e par [A; B ] = AB � BA quel'on

appelle lecommutateur des deux matricesA et B .

Remarque : si U =

0

@
a
b
c

1

A et V =

0

@
a0

b0

c0

1

A , bien distinguer :

UT V =
�

a0 b0 c0
�

0

@
a
b
c

1

A = aa0+ bb0+ cc0 = U � V (produit scalaire), et

UVT =

0

@
a
b
c

1

A
�

a0 b0 c0
�

=

0

@
aa0 ab0 ac0

ba0 bb0 bc0

ca0 cb0 cc0

1

A = U 
 V

appel�e "produit tensoriel".

Une matrice carr�ee A est
�

sym�etrique si AT = A
antisym�etrique si AT = � A

.

Th�eor�eme fondamental (admis)
Une matrice sym�etrique r�eelle a ses valeurs propres r�eelles et poss�ede une base devecteurs propres

mutuellement orthogonaux.

Les antisym�etriques de R 2� 2 sont les multiples de :J =
�

0 � 1
1 0

�
.

Les antisym�etriques de R 3� 3 ont la structure donn�ee par (108).
Exercices : a) Montrer que l'on peut d�ecomposer toute matrice carr�ee en la somme d'une matrice

sym�etrique et d'une matrice antisym�etrique.
b) Montrer que si A et B sont sym�etriques, leur commutateur est antisym�etrique.

Pourquoi les matrices antisym�etriques sont-elles importantes ?
Notamment parce qu'elles sont associ�ees de mani�ere intime aux matrices de rotation.
Donnons un exemple essentiel :

Au vecteur U =

0

@
a
b
c

1

A , on associe la matrice antisym�etriqueU � =

0

@
0 � c b
c 0 � a

� b a 0

1

A : (108)

Moyen mn�emotechnique pour retenir la structure de U � : l'emplacement des lettresa; b; cdansU � forme
une pointe de 
�eche dirig�ee vers le haut. On compl�ete ensuite par antisym�etrie.

Cette matrice U � est natuellement associ�ee au produit vectoriel parU du fait de la propri�et�e
0

@
0 � c b
c 0 � a

� b a 0

1

A

0

@
x
y
z

1

A =

0

@
� cy + bz

cx � az
� bx + ay

1

A soit U � V = U � V

Exercice : Montrer que, pour deux vecteurs quelconquesU et V , on a :

(U � V ) � = V UT � UVT

En d�eduire les formules :
�

du "double produit vectoriel" : ( U � V ) � W = ( U � W )V � (V � W )U
du "produit mixte" : ( U � V ):W = d�et(U; V; W).

(109)
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Une identit�e classique relie produit scalaire et produit vectoriel :







�!
U �

�!
V








2
+ (

�!
U �

�!
V )2 =







�!
U








2 





�!
V








2
(110)

(la preuve r�esulte de ce que sin2 � + cos2 � = 1).
Venons-en �a l'exponentielle d'une matrice (carr�ee). Par d�e�nition

exp(A) = I + A + A2=2 + ::: + An =n! + :::

Cette s�erie converge quelle que soit la norme utilis�ee pour "mesurer" la convergence..

La r�egle : exp(A) exp(B ) = exp( A + B ) ne s'applique que siA et B commuttent.
Sinon, on a le d�ebut du d�eveloppement limit�e suivant, dans lequel on retrouve le commutateur de A et

B (formule de Campbell-Hausdor�) :
exp(sA) exp(sB) = exp( s(A + B ) + 1

2 s2[A; B ] + 1
12 s3([A; [A; B ]] + [ B; [B; A ]]) + termes d'ordre plus �elev�e

Une matrice carr�ee A (de colonnesCk , k = 1 ; 2:::de lignes L k , k = 1 ; 2:::) est dite orthogonale (une
meilleure appellation serait "matrice orthonormale") si l'une des propri�et�es �equivalentes suivantes est v�eri��ee :

(a) AA T = I
(b) AT = A � 1

(c) CT
i Cj = � ij (les colonnesCk forment une base orthonormale).

(d) L T
i L j = � ij (les lignesL k constituent une base orthonormale).

(� ij est le symbole de Kronecker, �egal �a 1 sii = j , �a 0 sinon).
Remarque : les valeurs propres d'une matrice orthogonale sont des nombres complexes de module 1.

Proposition :
L'exponentielle d'une matrice antisym�etrique est orthogonale.
Inversement (et c'est encore plus important) :
Toute matrice orthogonale est l'exponentielle d'une matrice antisym�etrique.
(admis)

Applications de la proposition pr�ec�edente :

a) En 2D : si J =
�

0 � 1
1 0

�
, alors : R� = exp( �J ) =

�
cos� � sin �
sin � cos�

�
est la (tr�es classique) matrice

de rotation d'angle � .
b) En 3D : Avec la notation U � vue en (108), on montre que :

Si kUk = 1 : R�;U = exp( �U � ) (111)

en d�esignant par R�;U la rotation spatiale d'axe d�e�ni et orient�e par U et d'angle +� autour de cet axe.
Cette formule, remarquablement concise, permet de construire ais�ement des matrices derotation et d'�etablir
des correspondances avec d'autres repr�esentations.

Exemple d'application de (111) :

Si U a pour composantes
1

p
3

,
1

p
3

,
1

p
3

et � = 2 �= 3, alors : exp(�U � ) =

0

@
0 0 1
1 0 0
0 1 0

1

A . Ce rsultat est trs

normal puisque cette matrice de rotation permute circulairement
�!
i �! j �!

�!
k �!

�!
i ; en e�et, appliqu�ee

trois fois, elle redonne bien l'identit�e I 3.

D�e�nition : Si A(t) est une matrice dont les coe�cients aij (t) sont des fonctions d�erivables de la variable
t, sa d�eriv�ee A0(t) a pour coe�cients les a0

ij (t).
a) La d�eriv�ee d'un vecteur constant est orthogonale �a ce vecteur :

k�! v k = cste =) �! v ? �! v 0 (112)
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En e�et k�! v k = a peut s'�ecrire k�! v k2 = �! v :�! v = a2.
D'o�u, en d�erivant les deux membres : 2�! v :�! v 0 = 0.
b) Les r�egles de d�erivation d'une somme et d'un produit s'appliquent sans changement ;
par exemple (A(t)B (t))0 = A0(t)B (t) + A(t)B 0(t).
c) On a �egalement quelques propri�et�es suppl�ementaires, comme le fait que la d�eriv�ee de la transpos�ee est

la transpos�ee de la d�eriv�ee.
d) Par contre, la d�eriv�ee de l'inverse (qui g�en�eralise la formule scal aire de la d�eriv�ee de l'inverse d'une

fonction :
�

1
u

� 0

= �
u0

u2 ) est :

(A(t) � 1)0 = � A(t) � 1A0(t)A(t) � 1

(on pourra v�eri�er �a titre d'exercice cette formule pour le cas d'une matrice 2 � 2).

La profonde liaison entre matrices orthogonales et antisym�etriques se retrouve par le biais des d�erivations.
Soit en e�et M (t) une matrice carr�ee dont les coe�cients d�ependent du param�etre t. On d�e�nit la d�eriv�ee
logarithmique L M (t) de M (t) par

L M (t) = M � 1(t)M 0(t) (113)

Tr�es intuitivement, (113) constitue la g�en�eralisation aux matrices du quotient L (t) = u0( t )
u ( t ) .

Cette notion est particuli�erement utile dans le cas suivant :

Th�eor�eme "de la d�eriv�ee logarithmique" :

La d�eriv�ee logarithmique d'une matrice orthogonale est une matrice antisym�etrique :

AT = A � 1 ) L A (t)T = � L A (t) (114)

Preuve : Il s'agit de montrer que si A est orthogonale, on a

((AT (t)A0(t))T = � AT (t)A0(t) (115)

ou encore que

A0(t)T A(t)) + AT (t)A0(t) = 0

Or ceci r�esulte imm�ediatement de la d�erivation de la relation A(t)AT (t) = I qui constitue l'une des
relations de d�e�nition d'une matrice orthogonale.

(�n de la preuve).
Remarques :
a) On aurait pu prendre �egalement pour d�e�nition � M (x) = M 0(t)M � 1(t) qui aurait aussi d�e�ni une

d�eriv�ee logarithmique di��erente .
b) La preuve ci-dessus, trs concise, mrite d'tre dmontre, de fa�con plus fastidieuse, mais plus instructive

dans le cas particulier de matrices 2� 2. Soit doncA(t) =
�

a(t) c(t)
b(t) d(t)

�
une matrice orthogonale, v�eri�ant

donc �a ce titre les trois relations suivantes (qui expriment que ses colonnes constituent une base orthonorm�ee),
et adjoignons-y les d�eriv�ees de ces relations.

8
<

:

a(t)2 + b(t)2 = 1
c(t)2 + d(t)2 = 1
a(t)c(t) + b(t)d(t) = 0

d'o�u :

8
<

:

2(a(t)a0(t) + b(t)b0(t)) = 0
2(c(t)c0(t) + d(t)d0(t)) = 0
a0(t)c(t) + b0(t)d(t) = � (a(t)c0(t) + b(t)d0(t))

(nous conviendrons de noter� (t) la derni�ere fonction. Alors

L A (t) = AT (t)A0(t) =
�

a(t) b(t)
c(t) d(t)

� �
a0(t) c0(t)
b0(t) d0(t)

�
=

�
0 � � (t)

� (t) 0

�
= � (t)J:

qui est antisym�etrique comme d�esir�e.
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12 Annexe II : Rappels sur le calcul di��erentiel �a plusieurs v a-
riables

Une surfaceS de R 3 est d�e�nie comme une fonction vectorielle "su�samment di��erentiable" (au moins
C2 voire C3) de deux param�etres u et v :

X (u; v) =

0

B
B
@

...
X
...

1

C
C
A =

0

@
x(u; v)
y(u; v)
z(u; v)

1

A

Montrons ce que veut dire que ses (vecteurs) d�eriv�esX u et X v appartiennent au plan tangent �a la surface.
Son d�eveloppement de Taylor vectoriel �a deux variables au voisinage de (u0; v0) n'est autre qu'un grou-

pement de 3 d�eveloppements de Taylor :

0

@
x(u0 + h; v0 + k)
y(u0 + h; v0 + k)
z(u0 + h; v0 + k)

1

A =

0

@
x(u0; v0)
y(u0; v0)
z(u0; v0)

1

A +

0

@
h @x

@u(u0; v0)
h @y

@u(u0; v0)
h @z

@u(u0; v0)

1

A +

0

@
k @x

@v(u0; v0)
k @y

@v(u0; v0)
k @z

@v(u0; v0)

1

A + :::

qui peut s'�ecrire :
�!
X (u0 + h; v0 + k) =

�!
X (u0; v0) +

�
h

�!
X u + k

�!
X v

�
+ termes en h2, k2, hk, ..

L'�ecart entre le premier membre et la partie du second membre entre crochets est donc un in�niment
petit d'ordre au moins 2, ce qui justi�e le fait que

P0 + h
�!
X u + k

�!
X v

repr�esente le plan tangent enP0.
Exemple : La param�etrisation classique de la sph�ere unit�e
(o�u u et v sont la longitude et la latitude) :

X =

0

@
cos(u) cos(v)
sin(u) cos(v)

sin(v)

1

A . Alors X u =

0

@
� sin(u) cos(v)

cos(u) cos(v)
0

1

A et X v =

0

@
� cos(u) sin(v)
� sin(u) sin(v)

cos(v)

1

A

On v�eri�era directement que X u ? X , X v ? X et X u ? X v ; on obtient une base orthogonale.
Int�eressons-nous maintenant aux termes enh2, k2, hk, que l'on a n�eglig�e dans un premier temps. Ils sont

�egaux (�a un facteur 1/2 pr�es) �a :

0

B
@

h2 @2 x
@u2 (u0; v0)

h2 @2 y
@u2 (u0; v0)

h2 @2 z
@u2 (u0; v0)

1

C
A +

0

B
@

2hk @2 x
@u@v(u0; v0)

2hk @2 y
@u@v(u0; v0)

2hk @2 z
@u@v(u0; v0)

1

C
A +

0

B
@

k2 @2 x
@v2 (u0; v0)

k2 @2 y
@v2 (u0; v0)

k2 @2 z
@v2 (u0; v0)

1

C
A

qui peut encore s'�ecrire, en simpli�ant les notations, �a :

1
2

0

@
A B C
D E F
G H I

1

A

0

@
h2

2hk
k2

1

A : c'est l'image de la quadrique

0

@
x
y
z

1

A =

0

@
h2

2hk
k2

1

A

passant par l'origine (qui peut aussi s'�ecrire sous forme implicitey2 = 4xz) par une certaine transforma-
tion a�ne ; c'est donc encore une quadrique passant par l'origine. D'une mani�ere g�en�erale, la mani�ere dont
la surface "d�eborde" de son plan tangent est reprsentable par une quadrique, mais pasn'importe laquelle :
en distinguant ce que l'on appelle sa "signature" (la liste des signes des valeurs propres deFI ), on montre
facilement qu'il y a trois cas (elliptique, parabolique et hyperbolique) : voir Fig.12.
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Fig. 16 { Les trois formes locales possibles pour une surface (casK > 0; K = 0 ou K < 0). Illustration sur
un PE (Parabolo•�de elliptique), un cylindre, un PH (Parabolo•�de Hyperbol ique). A noter que le tore, lui
seul, pr�esente les trois cas.

13 Annexe III : Calcul di��erentiel ext�erieur

13.1 D�e�nitions et premi�eres propri�et�es :

Il y a en quelque sorte autant de calculs di��erentiels ext�erieurs qu'il y a de nombre de variables. Mais ils
sont tous bâtis sur les mêmes principes.

Prenons, dans l'explication qui va suivre, le cas du calcul di��erentiel ext�erieur �a t rois variablesx, y, z. Il
porte sur des "k-formes" :

- les "0-formes" sont les fonctions (en principe in�niment d�erivables) ! = f (x; y; z).
- les "1-formes" sont des expressions de la forme :
! = f dx + g dy+ h dz o�u f , g, h sont des fonctions dex; y; z comme ci-dessus:
- les "2-formes" s'�ecrivent : ! = f dy ^ dz + g dx ^ dz + h dx ^ dy
o�u f , g, h sont des fonctions dex; y; z comme ci-dessus:
- les "3-formes" sont des expressions de la forme :! = f dx ^ dy ^ dz:
On aura not�e que, dans ce cadre �a 3 variables, l'espace desk-formes est de "dimension"Ck

3 (coe�cients
binomiaux). L'appellation "dimension" est donn�ee par analogie avec la notion �equivalente pour les espaces
vectoriels. En r�ealit�e, ici, ce ne sont pas des espaces vectoriels sur un corps de scalaires rels ou complexes,
mais sur un "anneau" de fonctions (on dira que l'on a�aire �a des "modules" sur cet anneau).

On dit d'une mani�ere plus g�en�erale qu'une k-forme ! est uneforme de degr�e k. On note k = deg(! ).
R�ecapitulons :

Base Dim.
Module des 0-formes 1 1
Module des 1-formes dx dy dz 3
Module des 2-formes dy ^ dz dx ^ dz dx ^ dy 3
Module des 3-formes dx ^ dy ^ dz 1

(116)

Remarques :
1) Il est bon par exemple de consid�ererdx ^ dy comme une "forme surface" mais sans qu'elle ait, pour

autant, de valeur num�erique ; de mêmedx ^ dy ^ dz est une "forme volume".
2) On a utilis�e ci-dessus le terme de "module" : c'est une structure alg�ebrique qui g�en�eralise celle d'espace

vectoriel : dans notre cas, les "scalaires g�en�eralis�es" sont remplac�es pardes fonctions ; l'expression "espace
vectoriel avec multiplication par des scalaires pris dans lecorps R" sera �a transformer en "module avec
multiplication par des fonctions prises dans l'anneau des fonctionsC1 d�e�nies sur la surface �etudi�ee et �a
valeurs r�eelles". Mais ceci d�epasse nettement le cadre que nous nous sommes �x�es pour cette �etude.

3) L'�equivalent du tableau pr�ec�edent pour la dimension 2 serait :

Base Dim.
0-formes :� : 1 1

1-formes :�dx + 
dy : dx dy 2
2-formes :� (dx ^ dy) : dx ^ dy 1

(117)

o�u � , � , 
 et � sont des fonctions des deux variablesx; y.
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Principe n� 1 : Lin�earit�e : notamment f ! 1 ^ g! 2 = fg ! 1 ^ ! 2 pour toutes lesk-formes (k = 1 ; 2 ou 3):
Principe n� 2 : Associativit�e : ( ! 1 ^ ! 2)^ ! 3 = ! 1 ^ (! 2 ^ ! 3):
Principe n� 3 : Distributivit�e : ! 1 ^ (! 2 + ! 3) = ! 1 ^ ! 2 + ! 1 ^ ! 3.
Principe n� 4 : Anticommutativit�e : on a le droit de permuter deux �el�ements di��erentiels ( dx; dy; :::) dans

une expression �a condition de multiplier par (� 1) le r�esultat ; par exemple dy ^ dz = � dz ^ dy ou bien
dy ^ dz ^ dx = � dx ^ dz ^ dy.

Principe n� 5 : si ! 1 et ! 2 contiennent le même �el�ement di��erentiel (par exemple dx) alors ! 1 ^ ! 2 = 0.

13.2 L'op�erateur d

Remarque : f ! = f ^ ! .
Sur l'ensemble des formes di��erentielles, on d�e�nit un op�erateur dit de d�erivation ext�erieure , not�e d,

ob�eissant aux r�egles suivantes :
- deg(d! ) = deg( ! ) + 1.
- la di��erentielle d'une fonction est sa di��erentielle au sens ordinaire :

df =
@f
@x

dx +
@f
@y

dy +
@f
@z

dz (118)

- d est lin�eaire lorsque les coe�cients sont des constantes :

d(�! 1 + �! 2) = �d! 1 + �d! 2

- d, appliqu�ee deux fois �a n'importe quelle k-forme ! , l'annule :

dd! = 0 (119)

- appliqu�ee �a un produit ext�erieur de deux formes : d se comporte "presque" comme l'op�erateur de
d�erivation ordinaire :

d(! 1 ^ ! 2) = ( d! 1 ^ ! 2) + ( � 1)deg ! 1 (! 1 ^ d! 2) (120)

(on aura not�e que le degr�e de ! 2 n'intervient pas).
En particulier, puisqu'une fonction est de degr�e 0 :

d(f ! ) = d(f ^ ! ) = df ^ ! + f ^ d!: (121)

Remarque : Pour comprendre (119), d�erivons (118) :

d(df ) = d(
@f
@x

^ dx) + d(
@f
@y

^ dy) + d(
@f
@z

^ dz)

soit, d'apr�es (120) :

d(df ) = d(
@f
@x

) ^ dx + d(
@f
@y

) ^ dy + d(
@f
@z

) ^ dz:

d(df ) = (
@2f
@x2

dx +
@2f

@y@x
dy +

@2f
@y@z

dz) ^ dx + ::::

d(df ) =
@2f
@x2

dx ^ dx +
@2f

@y@x
dy ^ dx +

@2f
@y@z

dz ^ dx + ::::

On constate alors que les termes tels que@
2 f

@x2 dx ^ dx sont nuls (cf. Principe n� 5) et que des termes tels que
@2 f

@y@xdy^ dx vont s'annuler avec un terme analogue @2 f
@x@ydx ^ dy (du fait de l'anticommutativit�e, et �egalement

parce que l'ordre de d�erivation dans les d�eriv�ees partielles secondes est sans importance).
On peut donner une autre pr�esentation, plus abstraite, de la d�erivation ext�erieure d : voir l'Annexe VII.
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13.3 L'op�erateur * de Hodge

A n �x�e, l'op�erateur de Hodge (not�e � ) �etablit une correspondance techniquement tr�es utile et �nalement
assez naturelle entre :

p � formes � ! (n � p) � formes pour tout p entre 0 et n:

Nous allons donner ses propri�et�es en plusieurs �etapes.
D'abord, les propri�et�es �el�ementaires de lin�earit�e et de double application :
- (H1) pour deux formes de même degr�e� et � : � (� + � ) = � � + � � .
- (H2) pour une forme � et une fonction f (R n �! R ) : � (f � ) = f (� � ).
- (H3) � � � = ( � 1)p(n � p) � avecp = deg(� ).
Nous allons ensuite donner sans explication le cas particulier de trois variables (voir (116)) :

� f = fdx ^ dy ^ dz
� (adx + bdy+ cdz) = ady ^ dz + bdz^ dx + cdx ^ dy

� (ady ^ dz + bdz^ dx + cdx ^ dy) = adx + bdy+ cdz
� (fdx ^ dy ^ dz) = f

(122)

L'�equivalent pour le calcul ext�erieur �a deux variables :

� f = fdx ^ dy
� (adx + bdy) = � bdx+ ady
� (fdx ^ dy) = f

(123)

Le r�esultat interm�ediaire : � (adx + bdy) = � bdx+ ady parâ�t pour le moins "arti�ciel". Cette bizarrerie
n'est qu'apparente. Convenons de noterx1, x2,:::xn les coordonn�ees dansR n (par exemple sin = 3 : x = x1,
y = x2, z = x3). Il su�t, en vertu des r�egles (H1) et (H2), de savoir calculer l'op�erateur de H odge sur les
p-formes de base.

Prenons l'exemple de la 3-forme de base! = dx2 ^ dx5, par exemple dans le contexten = 5.
Alors, � ! est la forme compl�ementaire � ! = �dx 1 ^ dx3 ^ dx4 utilisant tous les indices manquants avec

� = +1 ou � 1. Comment sait-on s'il faut prendre +1 ou � 1 ? Par la r�egle suivante : on fait en sorte que
le produit ext�erieur ! ^ � (� ! ), soit �egal au produit ext�erieur de toutes les variables rang�ees dans l'ordre
croissant, autrement dit que

� (dx2 ^ dx5 ^ dx1 ^ dx3 ^ dx4) = dx1 ^ dx2 ^ dx3 ^ dx4 ^ dx5

(la derni�ere expression utilisant toutes les variables rang�ees dans l'ordre croissant). Il s'agit donc, en jouant
sur l'anticommutativit�e, de faire migrer les "bons dxi �a la bonne place par transpositions successives" ; ici,
il faudra faire migrer dx5 par trois permutations successives pour qu'il trouve sa place ; il restera alors �a
permuter dx2 et dx1, devenus voisins ; au total, il sera apparu un facteur� = ( � 1)3+1 = 1.

Le cas g�en�eral se traite avec la notation multi-indice suivante pour une p-forme de base dans un contexte
�a n variables.

dxI = dxi 1 ^ dxi 2 ::: ^ dxi p

o�u I = f i 1; i 2; :::i pg num�erot�es dans l'ordre i 1 < i 2 < ::: < i p est un sous-ensemble de l'ensemble d'indices

disponibles [1; n]
d�ef:
= f 1; 2; :::ng. Alors, si I = J d�esigne l'ensemble compl�ementaire deI vis-�a-vis de [1; n],

on d�e�nit :

� dxI = �dx I avec � = +1 ou � 1 en sorte que �dx I ^ dxI = dx[1;n ]

Exercice : montrer pourquoi, lorsque p = 1 et n = 2, on a : � dx = dy et � dy = � dx justi�ant la
"bizarrerie" signal�ee plus haut.

Cet op�erateur de Hodge va être utilis�e d�es le paragraphe suivant, ainsi que dans le paragraphe sur les
surfaces minimales (Annexe V)..
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13.4 Les op�erateurs grad, rot, div, � dans le cadre du calcul ext�erieur

Les di��erents op�erateurs classiques du calcul di��erentiel ordinaire se retrouven t en tant que coe�cients
de certaines d�ecompositions :

Si f Fonct.
alors df = @f

@xdx + @f
@ydy + @f

@zdz Grad.
Si w = w1dx + w2dy + w3dz "Travail"

alors dw = ( @w3
@y � @w2

@z )dy ^ dz + ( @w1
@z � @w3

@x )dz ^ dx + ( @w2
@x � @w1

@y )dx ^ dy Rot .
Si ' = ' 1dx ^ dy + + ' 2dy ^ dz + ' 3dz ^ dx "Flux"

alors d' = ( @' 1
@x + @' 2

@y + @' 3
@z )(dx ^ dy ^ dz) Div.

Si $ = f dx ^ dy ^ dz Volume
alors d$ = 0 0

A titre d'exercice, �etablir les formules classiques suivantes (o�u f : R 3 ! R et
�!
X : R 3 ! R 3 sont

quelconques, su�samment d�erivables) :

a)
��!
Rot(

�����!
Grad(f )) = 0.

b) Div (
��!
Rot

�!
X ) = 0.

c) Div (f
�!
X ) =

�����!
Grad(f ) �

�!
X + f:Div (

�!
X ).

Remarque : la premi�ere formule d�ecoule de ce qued2 = 0 (relation (119)).
Exercice : Montrer qu'en calcul ext�erieur le Laplacien r�esulte de la succession de deux d�erivations, �a

condition d'intercaler �a deux reprises l'�etoile de Hodge :

5 2 = � d � d (124)

(si on n'intercale pas les �etoiles,d suivi de d donne 0 : cf. (119)).
Cette formule est utilis�ee en (129).
Il s'agit donc de montrer que le laplacien d'une fonction quelconquef peut s'�ecrire : 5 2f = � d � df .

D�eveloppons �a cet e�et le membre de droite, en utilisant les r�egles vues en (122) :

� d � df = � d � (
@f
@x

dx +
@f
@y

dy +
@f
@z

dz)

= � d(
@f
@x

dy ^ dz +
@f
@y

dx ^ dz +
@f
@z

dx ^ dy)

= � (
@2f
@x2

dx ^ dy ^ dz +
@2f
@y2

dx ^ dy ^ dz +
@2f
@z2

dx ^ dy ^ dz)

= � ((
@2f
@x2

+
@2f
@y2

+
@2f
@z2

)(dx ^ dy ^ dz))

=
@2f
@x2

+
@2f
@y2

+
@2f
@z2

qui est bien le laplacien.
s.

14 Annexe IV : Expression du volume du convexe Cr dilat�e de
taille r du convexe C

Remarque pr�eliminaire : sur une surface, nous conviendrons de d�esigner dans ce paragraphe par0

@
p p

X u X v N
p p

1

A une matrice 2� 2 ayant pour coordonn�ees les composantes des vecteursX u , X v vis
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�a vis d'une base orthonorm�ee �x�ee mais quelconque du plan tangent, et non pas une matrice 3� 2 comme
c'�etait le cas en (10), avec l'avantage que l'on pourra cette fois en prendrele d�eterminant :

det(

0

@
p p

X u X v

p p

1

A

T 0

@
p p

X u X v

p p

1

A ) = det(
�

X T
u X u X T

u X v

X T
v X u X T

v X v

�
) =

�
�
�
�

E F
F G

�
�
�
� = J 2

(voir la d�e�nition de J en (12)).
Attention, prendre garde ne pas �ecrire

det(

0

@
p p

X u X v

p p

1

A ) = J ?!? (125)

Car J n'est pas une matrice carr�ee, mais une matrice 3� 2.

Nous poseronseJ =
p

J 2 = EG � F 2.

Soit (C) un volume convexe deR 3 dont la surface est d�e�nie par le vecteur
�!
X . Notons (Cr ) son "dilat�e"

c'est-�a-dire le volume compos�e par les points qui sont �a une distance de (C) moindre que r . Nous nous
proposons de rechercher une formule permettant de d�ecrire le volume de (Cr ) en fonction de r .

a) Commen�cons par le cas o�u (C) est un poly�edre convexe. Son ensemble (Cr ), dilat�e de taille r , est
compos�e du volume initial bien sûr, augment�e de prismes droits ayant "pouss�e au-dessus" des faces, de
"secteurs cylindriques" ayant "pouss�e au-dessus" des arêtes (raccordant les prismesdroits) et en�n de sortes
de calottes sph�eriques venant combler les trous restants ; ces calottes sph�eriques,regroup�ees, redonnent
exactement la sph�ere de rayonr . En faisant la somme des di��erentes contributions que nous venons de
d�etailler, il n'est pas di�cile de se convaincre que le volume recherch�e est

Pour un poly�edre ( C) : V (Cr ) = V (C) + rS(L) + r 2M (L) + r 3 4�
3

(126)

o�u l'on retrouve dans le second membre des expressions tout-�a-fait compr�ehensibles comme la surface
lat�erale S(L) de (C) et r 3 4�

3 le volume de la sph�ere de rayonr ; par contre, la quantit�e M (L) est nettement
plus di�cile �a interpr�eter...

b) Abordons maintenant le cas g�en�eral o�u ( C) n'est pas sp�ecialement un poly�edre. La fonction support
de (C) est d�e�nie par :

8
�!
U 2 S2 (sph�ere unit�e de R 3) : h(

�!
U ) := sup

X 2 C
(
�!
X �

�!
U ):

(Il sera commode de supposer l'origine int�erieure �a (C) a�n que h soit une fonction �a valeurs positives).
Le volume de (C) peut être exprim�e comme somme de volumes de pyramides in�nit�esimales sous laforme

suivante (voir (44)) :

V (C) =
1
3

Z

@C
hdS =

1
3

Z

@C
h eJdudv

(rappel : le volume d'une pyramide est �egal au tiers du produit de son aire de basepar sa hauteur). Soit,
d'apr�es ( ??) :

V (C) =
1
3

Z

@C
h det(M 0)dudv avec M 0 =

0

@
p p p

X u X v N
p p p

1

A (127)

(Cr ), dilat�e de taille r , est engendr�e par
�!
X + r

�!
N ;

les d�eriv�ees de
�!
X + r

�!
N par rapport �a u et v resp. sontX u + rN u et X v + rN v .
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Fig. 17 { Le dilat�e d'un volume convexe.

Puisque, par ailleurs, la normale unitaire
�!
N est la même pour le volume initial et le volume du dilat�e de

taille r , celui-ci peut s'�ecrire, d'apr�es (127) :

V (Cr ) =
1
3

Z

@C
(h + r ) det(M r )dudv avec : (128)

M r =

0

@
p p p

X u + rN u X v + rN v N
p p p

1

A =

0

@
p p p

X u + r (aX u + bXv ) X v + rcX u + dX v N
p p p

1

A

(d'apr�es (21)). Soit :

M r =

0

@
p p p

X u X v N
p p p

1

A

0

@
1 + ra rc 0

rb 1 + rd 0
0 0 1

1

A

Par suite, d'apr�es ( ??)) :

det(M r ) = eJ det
�

1 + ra rc
rb 1 + rd

�
= eJ (1 + r (a + d) + r 2(ad � bc))

soit encore, par d�e�nition des courbures H et K (voir (41)) :

det(M r ) = eJ (1 + 2 rH + r 2K )

ce qui, report�e dans (128), donne :

V (Cr ) =
1
3

Z

@C
(h + r )(1 + 2 rH + r 2K ) eJdudv

Soit, en d�eveloppant, puisque eJdudv = dS (voir (44)) :

V (Cr ) =
1
3

Z

@C
hdS

| {z }
V (C )

+
r
3

Z

@C
(2Hh + 1) dS +

r 2

3

Z

@C
(Kh + 2H )dS +

r 3

3

Z

@C
KdS

51



Si l'on identi�e ce qui pr�ec�ede au d�eveloppement donn�e en (126), on en d�eduit l'im portante formule de
Bonnet valable en fait pour des classes de surfaces beaucoup plus larges que les convexes :

Z

@C
KdS = 4 �

Plus g�en�eralement, on a : Z

@C
KdS = 2 ��

o�u � est la caract�eristique de la surface (2 pour la sph�ere ou plus exactement pour une surface compacte
d�eformable en une sph�ere, 0 pour le tore,� 4 pour le bretzel, qui est un tore �a trois trous, etc...).

Exercice : Montrer que deux surfaces convexes parall�eles (dilat�ees l'une de l'autre, comme onvient de
le voir) poss�edent des couples de courbures (K; H ) et ( eK; eH ) reli�es par :

eK =
K

2(1 � mH )
et eH =

H � 1=m
2(1 � mH )

(avec m d�e�ni par K =
1

m2 )

(ce sont des r�esultats �egalement trouv�es par Bonnet vers 1850).

15 Annexe V : Abscisse curviligne

Une courbe param�etr�ee est donn�ee par son "point courant " X d�ependant du param�etre u, ce param�etre
d�ecrivant un certain intervalle I de R (qui peut être R tout entier) ; on peut donc consid�erer une courbe
param�etr�ee comme �etant une application u 2 I ! X (u) 2 R 3. Nous supposerons que cette application est
au moins C1 (continuement d�erivable). L'ensemble des points "atteints" dans R 3 est appel�e la trajectoire
de la courbe.

Si f est une bijection (elle aussiC1) d'un certain intervalle J vers l'intervalle I , v 2 J ! u 2 I !
X (u) 2 R 2.est une courbe param�etr�ee v 2 I ! X (f (v)) = ( X � f )(v) 2 R 3 : il s'agit de la même courbe,
dite "reparam�etr�ee", �a laquelle on peut attribuer un autre nom Y = X � f , en sorte que l'on parlera de la
courbe param�etr�ee v 2 I ! Y (v) qui a la même trajectoire queX mais avec une graduation di��erente. Nous
supposerons que la courbeX est r�eguli�ere au sens o�u elleC1 et que son vecteur vitesse ne s'annule jamais.

On d�esire, pour di��erentes raisons, reparam�etrer la courbe X en sorte qu'elle puisse jouer le rôle de l'un des
axes ; autrement dit telle que si on la "d�egauchissait", et qu'on l'alignait avec l'un des axes, on retrouverait la
graduation "m�etrique" ordinaire. Ce que l'on cherche est ce que l'on appelle l'abscisse curviligne. On devrait
dire "une" abscisse curviligne puisqu'on est tributaire du "z�ero" de la graduation. Pour cela, une id�ee toute
simple est d'int�egrer le vecteur vitesse, ou plutôt sa norme

s =
Z t

u= t 0

kX 0(u)k du

Pour montrer que s ainsi d�e�nie est l'abscisse curviligne recherch�ee, il su�t de montrer que la courb e
reparam�etr�ee par s est parcourue �a vitesse unit�e. En voici la raison : d'apr�es sa d�e�nition,

s0(t) = kX 0(t)k > 0

(th�eor�eme de d�erivation d'une int�egrale fonction de sa borne sup�erieure) . Ayant une d�eriv�ee positive,
s = s(t) est une fonction strictement croissante det. Elle r�ealise donc une bijection de I dans un certain
intervalle J . Par suite, en notant ' la bijection r�eciproque de s, on a :

8t (X � ' � s)0(t) =
�

X 0(t) d'une part
(X � ' )0(s(t)) :s0(t) d'autre part.

D'o�u :
(X � ' )0(s(t)) : =

1
s0(t)

X 0(t) =
1

kX 0(t)k
X 0(t) qui est bien de norme 1:

Y = X � ' est ainsi la param�etrisation recherch�ee.
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16 Annexe VI : Surfaces minimales et courbure moyenne

Etablissons la formule suivante qui identi�e le laplacien sur une surface �a (2fois) sa courbure moyenne :

5 2X = ( � d � d)X = 2H (129)

En ce qui concerne la premi�ere �egalit�e de (129) : elle a �et�e �etablie pour une fonction en (124), et se
"vectorialise" naturellement (couple ou triplet de fonctions). Le probl�eme est la d�emonstration de la deuxi�eme
�egalit�e.

(a) � d � [dX ] =
(b) = � d � [� 1e1 + � 2e2]
(c) = � d[� 2e1 � � 1e2]
(d) = � [d� 2e1 � � 2 ^ de1 � d� 1e2 + � 1 ^ de2]
(e) = � [d� 2e1 � � 2 ^ (� 0e2 + � 1e3) � d� 1e2 + � 1 ^ (� � 0e1 + � 2e3)]
(f) = � [d� 2e1 � (� 1 ^ � 0)e1 � (� 2 ^ � 0)e2 + d� 1e2 + ( � 1 ^ � 2)e3 � (� 2 ^ � 1)e3]
(g) = � [(d� 2 � � 1 ^ � 0)e1 � (� 2 ^ � 0 � d� 1)e2 + ( � 1 ^ � 2 � � 2 ^ � 1)e3]
(h) = � [(0)e1 � (0)e2 + ( � 1 ^ � 2 � � 2 ^ � 1)e3]
(i) = � 2H (� 1 ^ � 2)

= 2H
(b) : d'apr�es (100).
(c) : d'apr�es (123).
(e) : par d�e�nition de la matrice 
 (96).
(h) : voir premier groupe d'�equations de structure (95).
(i) : d'apr�es (104).
(j) : d'apr�es (123).
Application : les surfaces d'aires minimales sont ainsi caract�eris�ees par une courbure moyenneH iden-

tiquement nulle. On peut mettre en �evidence ces surfaces par l'exp�erience suivante. On immerge un contour
ferm�e en laiton (si possible non planaire) dans une solution savonneuse ; lorsqu'on retire le contour, un
"�lm" de savon liquide s'�etire en gardant une surface "harmonieuse" d'aire mini male ("La nature se place
en position d'�energie minimale"). L'h�elico•�de et la cat�eno•�de, d�e�nies plus ha ut, sont des surfaces minimales.
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16.1 Une autre pr�esentation de la d�erivation ext�erieure :

(voir Coqueraux ou Spivak pour les crochets de champs de vecteurs).
On d�e�nit l'action de la d�eriv�ee d'une k-forme (qui est une(k + 1)-forme) sur un ( k + 1)-uplet de vecteurs

de la fa�con suivante :

d! (v1, v2, :::vk+1 ) =

8
><

>:

P k+1
i =1 (� 1)i +1 vi (! (v1, v2, :::

^
vi ,:::vk+1 ))

+
P k+1

i =1 (� 1)i + j ! ([vi , vj ], v1, :::
^
vi ,:::

^
vj ,:::vk+1 )]

o�u le chapeau plac�e sur un �el�ement signi�e qu'il est omis.
(le crochet [vi , vj ] d�esigne le crochet de deux champs de vecteurs).
Moyen mn�emotechnique : pour la premi�ere somme on "d�eplace" vi jusqu'�a le faire passer devant le

crochet ; �a chaque fois qu'on passe devant unvk , on multiplie par ( � 1) ; en ce qui concerne la deuxi�eme
somme, on applique un même type d'argument sachant qu'il y a cette fois �a faire migrer �a gauche �a la fois
vi et vj depuis leur emplacement initial.

Cas particuliers :
Si ! est une 0-forme c'est-�a-dire une fonctionf : df (v) = v(f ):
Si ! est une 1-forme :

d! (u; v) = v(! (v)) � v(! (u)) � ! ([u; v]) (130)

16.2 Les �equations de Maurer-Cartan dans un cadre de dualit �e

Si (e� ) � =1 :::n constituent un rep�ere mobile avec les �equations de structure :
Pour � , � = 1 ; :::n : [e� , e� ] =

P n

 =1 f 


�� e


Si (e� ) � =1 :::n est le co-rep�ere mobile du rep�ere ci-dessus, il v�eri�e les �equations de Maurer-Cartan :

de� +
1
2

nX

� = 1

nX


 = 1

f �
�
 e� ^ e
 = 0

Prouvons cette identit�e en l'�evaluant sur un couple ( e� , e� ) de vecteurs du rep�ere mobile.
D'une part, pour le premier terme et d'apr�es (130) :
de� (e� , e� ) = e� (e� (e� )) � e� (e� (e� )) � e� ([e� ; e� ]))
= e� (� �

� ) � e� (� �
� ) �

P n

 =1 f 


�� e� (e
 ) ( � �
� symbole de Kronecker).

= 0 � 0 �
P n


 =1 f 

�� � �


 (en e�et, la d�eriv�ee d'une constante est nulle).
= � f �

��
D'autre part :

1
2

nX

� = 1

nX


 = 1

f �
�
 e� ^ e
 (e� ; e� ) =

1
2

nX

� = 1

nX


 = 1

f 

�
 (e� 
 e
 � e
 
 e� )(e� ; e� )

=
1
2

nX

� = 1

nX


 = 1

f 

�
 (� �

� � 

� � � 


� � �
� ) =

1
2

(f 

�� + f 


�� ) = f 

��
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17 Annexe VII : Une pr�esentation alternative, celle de Heinz Hopf

Ce qui suit est une traduction de quelques pages de l'ouvrage de Heinz Hopf
"Di�erential Geometry in the large" SPRINGER Lecture Notes in Mathematics 1 000, 1983 qui a le

m�erite de revisiter une grande partie de la premi�ere moiti�e de ces notes, en rendantcertaines choses plus
simples par choix de coordonn�ees adapt�ees, et en utilisant plus syst�ematiquement les notations tensorielles.
Le lecteur devra par ailleurs consulter quelques sites pour voir notamment ce que l'on entend par "m�ethodes
variationnelles".

Remarque : la premi�ere partie de l'ouvrage est consultable sur :
www.math.cornell.edu/ hatcher/Other/hopf-samelson.pdf

Notations :
X = X (u; v) (ou X (u1; u2)) pour une surface plong�ee dansR 3 (avec indices en...exposants).
X pour le vecteur normal.
X u pour la d�erivation par rapport �a u.
XY pour le produit scalaire de deux vecteurs.
�
f pour la d�eriv�ee par rapport �a l'abscisse curviligne, f 0 pour la d�erivation par rapport �a une autre variable.

Les usages du calcul tensoriel sont indispensables �a connâ�tre, notamment la convention de sommation
d'Einstein qui consiste �a supprimer les signes

P
) portant sur des indices pr�esents la fois "en haut et en

bas" ; par exemple au lieu d'�ecrire vi =
P

i
aik ui (qui traduit, composante �a composante, le fait que V = AU ,

o�u U et V sont des vecteurs etA une matrice), on �ecrira :vi = ak
i uk .

Par suite, le produit de deux matricesC = BA se notera :cp
i = bp

k ak
i .

On notera � j
i le symbole de Kronecker (1 sii = j , 0 sinon) ; il est identi�able �a la matrice unit�e.

On d�e�nit la matrice g par gij = X i X j ("tenseur m�etrique" = matrice des produits scalaires mutuels,
o�u X i = d�eriv�ee par rapport �a la i -i�eme variable ui ). Son inverse est not�e ghk pour la raison qu'avec les
conventions ci-dessus, on agjk gki = � j

i .

(page 85)

D�e�nition : Soit X une surface etX (s) une courbe param�etr�ee sur X (o�u s est l'abscisse curviligne).

X (s) est appel�ee uneg�eod�esique si
��
X = � X .

Ceci est �equivalent �a la double condition :
��
XX u = 0 et

��
XX v = 0.

En �eliminant l'abscisse curviligne entre ces deux �equations, et en prenantv comme param�etre, on peut
montrer que la courbe satisfait �a une �equation di��erentielle du second ordre u00= f (u0; u; v) d'o�u il s'ensuit
le r�esultat suivant :

Th�eor�eme : �etant donn�e un point sur une surface et une direction en ce point, il existe exactement une
g�eod�esique passant par ce point dans cette direction.

Th�eor�eme : Une courbeX (s) = X 0(s) est une g�eod�esique si et seulement si, pour chaque paire de points
A et B de X (s), la longueur L est stationnaire pour la variation de la courbe entreA et B .

Preuve :
Sens( : Soit X (s; � ) = X � (s) une famille de courbes telles queX (s;0) = X 0(s) = X (s).
(noter que l'indice 0 n'a aucun rapport avec une d�erivation).
Rappelons tout d'abord que, puisqueX (s) est param�etr�ee par l'abscisse curviligne :

�
�

X 0

� 2

= 1 d'o�u par d�erivation :
�

X 0

��
X 0 = 0 (131)

Convenons pour la suite de la notation suivante pour les d�eriv�ees resp. par rapport aux param�etres s et
� : un point (convention habituelle) et une apostrophe. La longueur de la courbeX � (s) entre A et B est :
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L(� ) =
Z b

a

s �
�
X (s; � )

� 2

ds

(bien comprendre que dans la formule 17, la racine carr�ee ne d�etruit pas le carr�e :en e�et, il s'agit d'un
carr�e scalaire sous le radical).

Si l'on d�erive sous le signe somme par rapport au param�etre� , on obtient (via la formule (
p

u)0 =
u0=(2

p
u)) :

L 0(0) =
Z b

a

�
X 0

�
�

X 0

� 0

s �
�

X 0

� 2
ds =

Z b

a

�
X 0

�
�

X 0

� 0

ds

cette derni�ere �egalit�e d'apr�es (131), ou encore, puisqu'on peut commutter les d�er iv�ees (partielles) en s et

en � : L 0(0) =
Rb

a

�
X 0 (X 0

0) � ds

Soit, par int�egration par parties : L 0(0) =
�

�
X 0X 0

0

� b

a
�

Rb
a

��
X 0X 0

0ds.

Or, X 0 �etant un vecteur orient�e dans la direction de la variation, avec A et B �xes, on a X 0
0(a) = X 0

0(b) = 0.
Donc

L 0(0) = �
Z b

a

��
X 0X 0

0ds

Fixons un vecteurY du plan tangent T(s), orthogonal �a
�

X 0, avec lequel il forme une base du plan tangent,
on a :

X 0
0 = p(s)

�
X 0 + q(s)Y

si bien que, par produit scalaire des deux membres par
��
X 0 , on obtient, d'apr�es (131) :

��
X 0X 0

0 = q(s)
��
X 0Y

L'int�egrale ci-dessus devient alors : L 0(0) = �
Rb

a q(s)
��
X 0Y ds. Or notre hypoth�ese est que L 0(0) = 0. On

a donc :

8q(s)
Z b

a
q(s)

��
X 0Y ds= 0

Le 8q(s)" traduit le fait que l'on peut avoir n'importe quelle direction et intensit �e locale X 0
0 de d�eformation

de la courbe). En cons�equence (principe fondamental du calcul des variations)
��
X 0Y = 0 (en tant que fonction

de s). Et comme par ailleurs (voir (131)),
�

X 0

��
X 0 = 0, le vecteur

��
X 0, qui est �a la fois orthogonal �a

�
X 0 et �a

Y , est donc orthogonal au plan tangent. C'est donc une multiple deX 0, ceci pour tout s ; on a donc bien
a�aire �a une g�eod�esique.

Sens) : si
��
X = � X , alors

��
XY = � XY = 0 et donc L 0(0) = 0.

D�e�nitions : Soit (C) une courbe arbitraire sur une surfaceX . Soit v l'abscisse curviligne le long de (C).
D'apr�es le th�eor�eme ci-dessus concernant les �equations di��erentielles, il y a une unique g�eod�esique orthogonale
�a ( C). D'apr�es des propri�et�es bien connues des �equations di��erentielles, ces g�eod�esiques d�ependent continue-
ment de leur point d'intersection avec (C). Si donc u mesure la longueur d'arc le long de ces g�eod�esiques,
u et v constituent un syst�eme de param�etrage d'un voisinage deX o�u ces g�eod�esiques ne se coupent pas.
Ce syst�eme de coordonn�ees est appel�e un syst�eme de coordonn�ees g�eod�esiques etu et v sont appel�es des
param�etres g�eod�esiques.
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Th�eor�eme : si u et v sont des param�etres g�eod�esiques sur une surfaceX , alors

ds2 = du2 + g2dv2 (132)

Inversement, si on a (132), les courbesv = cste sont des g�eod�esiques surX .
Preuve :
Partie ) : En g�en�eral ds2 = Edu2 + 2F dudv + Gdv2

Puisque, d'apr�es les d�e�nitions ci-dessus des param�etres g�eod�esiques,u est une abscisse curviligne,E =
X 2

u = 1. Puisque G = X 2
v � 0, on poserag =

p
G. Il nous reste donc �a prouver queF = X u X v est nul.

Posons

F (u; v) = X u X v (133)

Par d�e�nition des coordonn�ees g�eod�esiques (et de leur propri�et�e d'orthogonalit �e), on a : F (0; v) = 0.
Comme par ailleurs F (u; v) = F (0; v) + uFu (0; v) + :::, pour �etablir que F = X u X v = 0, il su�t de

montrer que Fu � 0.
Or, lorsqu'on d�erive (133) par rapport �a u, on obtient : F (u; v) = Fu = X u;u X v + X u X u;v .
Or les deux termes pr�ec�edents sont nuls. En e�et :
- d'une part : X u X u;v = 1

2 Ev (calcul imm�ediat) lequel est nul puisque E = 1 (voir ci-dessus).

- d'autre part X u;u X v = 0, puisque, les u-courbes �etant des g�eod�esiques,X u;u =
��
X est colin�eaire au

vecteur normal, donc orthogonal �a tout vecteur du plan tangent comme c'est le cas pourX v .
Partie ( : Si a et b sont deux points d'une courbev = cste et que D est n'importe quelle courbe qui les

joint, alors sa longueur est :

L (D ) =
Z b

a

p
du2 + g2dv2 �

Z b

a
du = L(U)

o�u U est la courbe v = cste. Donc U est une courbe de longueur minimale entrea et b, et donc une
g�eod�esique.

Remarque : d'apr�es (132), la matrice gij des produits scalaires mutuels desX i est
�

1 0
0 g2

�

D�eplacement parall�ele :
Soit s l'abscisse curviligne sur une courbe (C) trac�ee sur une surface X. SoitZ (s) un "champ" de vecteurs

tangents le long de (C).

On dit que Z est un champ de vecteurs parall�ele si
�
Z n'a pas de composante sur le plan tangent (on dit

que la composante tangentielle
�

�
Z

�

T ang:
de Z est nulle).

Exemple : Si C est une g�eod�esique, par d�e�nition
��
X =

�
�
X

� �

= 0 ;

ainsi, l'ensemble des vecteurs tangents �a une g�eod�esique forme un champ de vecteurs parall�ele.

Th�eor�eme : si Z1 et Z2 sont deux champs de vecteurs parall�eles, alors le produit scalaireZ1Z2 = cste.

Preuve : (Z1Z2) � =
�

Z1Z2 + Z1

�
Z2 est nul car

�
Z1 et

�
Z2 sont des vecteurs normaux alors queZ1 et Z2

appartiennent au plan tangent.

Remarque importante : En corollaire du th�eor�eme, si Z est un champ de vecteurs parall�ele,Z 2 est
constant, ce qui veut dire que la longueur d'un champ de vecteurs reste constante.

Si le produit scalaire et la norme restent constante, l'angle de deux champs de vecteurs reste constant
(relation cos(� ) = Z1Z2=kZ1k kZ2k).

Par suite, il y a un sens �a parler du d�eplacement parall�ele de tout l'espace tangent ence point, puisque
ce d�eplacement est rigide.
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Th�eor�eme : Soit C une courbe sur une surfaceX (u1; u2). Etant donn�e un vecteur en un point de C, il
existe un unique champ de vecteurs parall�eles contenant ce vecteur.

Preuve : Si Z (s) est un champ de vecteurs parall�ele le long de (C), notre objectif est de rendre la

condition
�

�
Z

�

T ang:
= 0 �equivalente �a un syst�eme di��erentiel du premier ordre.

D'abord, on part de la condition �equivalente :
�
ZX k = 0 ( k = 1 ; 2)

(on convient de noter X k la d�eriv�ee par rapport �a uk ).
Puisque Z est un vecteur tangent, il se d�ecompose sur la base desX k sous la forme :Z = zi X i (on

applique la convention de sommation d'Einstein dans toute la suite).

D'o�u, par d�erivation par rapport �a s :
�
Z =

�
zi

� �
X i + zi (X i )

� ou encore :

�
Z =

�
zi � �

X i + zi X ij
�
uj � �

Remarque pour aider �a la compr�ehension : Si l'on noteX i = Y , on a simplement �ecrit
@
@s

Y =
P

Yj
@uj

@s
.

Si l'on fait le produit scalaire de la relation pr�ec�edente avec X k (k = 1 ; 2), et puisque
�
ZX k = 0 :

gik
�
zi � �

= � X ij X k
�
uj � �

zi

par d�e�nition du tenseur m�etrique (voir ci-dessus).
Si on multiplie les deux membres de la relation pr�ec�edente par la matrice inverseghk (voir notations du

d�ebut) et en posant

� h
ij = ghk X ij X k (134)

(symboles de Christo�el, d�ej rencontr�es auparavant, comme beaucoup de notionsde cette Annexe d'ailleurs...),

�
zh � �

= � � h
ij

�
uj � �

zi (h = 1 ; 2) (135)

qui est le syst�eme d'�equations di��erentielles recherch�e en z. L'existence et l'unicit�e r�esultent de propri�et�es
connues de ces syst�emes.

Th�eor�eme : Dans le cas particulier o�u le syst�eme de coordonn�ees est un syst�eme g�eod�esique (cf (132)),
le syst�eme di��erentiel pr�ec�edent se r�eduit (en notant � l'angle que fait X u avecZ ) �a :

�
� = � gu

�
v (136)

Preuve : On sait qu'un champ de vecteur parall�ele est constant. On peut le supposer de norme 1. On a
alors

Z = cos(� )X u + sin( � )g� 1X v

En e�et, X u et g� 1X v forment une base orthonorm�ee du plan tangent (voir Remarque suivant la formule
(132)).

Ce qui donne, en d�erivant par rapport �a s :

Z � = cos(� )(( X u ) � +
�
�g � 1X v ) + sin( � )( �

�
�X u + ( g� 1X v ) � ) (137)

et en prenant le produit scalaire de (137) avec� X u puis avec g� 1X v en tenant compte de relations
d�etaill�ees ci-dessous :

8
<

:

sin(� )
�

�
� � (g� 1X v ) � X u

�
= 0

cos(� )
�

�
� + ( X u ) � g� 1X v

�
= 0
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(justi�cations : puisque kX u k2 = 1, sa d�eriv�ee X u : (X u ) � = 0 ; même argument pour (g� 1X v )(g� 1X v ) � =
0 ; par ailleurs on utilise le fait que X u et g� 1X v forment une base orthonorm�ee).

Or, il se trouve que dans le syst�eme pr�ec�edent, les quantit�es entre parenth�eses sont �egales. Pour cela, on
part de l'identit�e d'orthogonalit�e : X u (g� 1X v ) = 0, que l'on d�erive comme un produit :

(X u ) � g� 1X v + ( g� 1X v ) � X u = 0

Cette relation prouve que, dans (17), les coe�cients de sin(� ) et cos(� ) sont identiques et comme sin(� )
et cos(� ) ne peuvent s'annuler simultan�ement, on en d�eduit que :

�
� + ( X u ) � g� 1X v = 0

�
� + (( X u )u u� + ( X u )v v� )g� 1X v = 0

�
� + X u;u X v u� g� 1 + X u;v X v g� 1v� = 0

Il su�t maintenant, pour �etablir (136), de montrer que (a) X u;u X v = 0 et que (b) X u;v X v = ggu .
En ce qui concerne (a) : on d�erive par rapport �a u l'identit�e X u X v = 0, ce qui donne : (c) X u;u X v +

X u X u;v = 0. Or ( X u )2 = cste entrâ�ne que sa d�erivation par rapport �a n'importe quelle variable est nulle,
en particulier sa d�eriv�ee par rapport �a v ; on a doncX u X u;v = 0, et par suite, d'apr�es (c), on en d�eduit (a).

Pour prouver (b), on d�erive par rapport �a u l'identit�e : X 2
v = g2, ce qui donne bien le r�esultat (b).

Cons�equence tr�es importante de ce th�eor�eme : On voit que pour un syst�eme de coordonn�ees
g�eod�esiques, l'�equation de d�eplacement parall�ele ne d�epend que du tenseur m�etri que, et non pas d'un syst�eme
de coordonn�ees particulier.

Cependant, nous allons donner une preuve plus g�en�erale de ce fait :

Th�eor�eme : Les �equations du d�eplacement parall�ele ne d�ependent que du tenseur m�etrique gij .

Preuve : D'apr�es (135), il su�t de montrer que les symboles de Christo�el (1 34) ne d�ependent que des
gij .

Il est clair que l'on peut raisonner aussi sur les symboles de Christo�el dits "depremi�ere esp�ece", d�e�nis
par

� ij;k = X ij X k

(on passe de ceux-ci aux autres, qui sont les "v�eritables" symboles de Christo�el, par application de la
matrice gij = X i X j ).

Or ces � ij;k v�eri�ent les relations suivantes :

(1)� ij;k = � ji;k et (2)

8
>>>><

>>>>:

� ij;k + � kj;i =
@gik
@uj

(2a)

� jk;i + � ik;j =
@gji
@uk

(2b)

� ki;j + � ji;k =
@gkj

@ui
(2c)

Par suite, en combinant membre �a membre (2a)-(2b)+(2c) et en tenant compte de (1) ; onobtient :

� ij;k =
1
2

�
@gik
@uj

+
@gkj

@ui
�

@gji
@uk

�
(138)

ce qui �nit de prouver le th�eor�eme.

Principe fondateur de la g�eom�etrie riemannienne :
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Ce principe consiste en quelque sorte �a renverser la vapeur en partant d'une formequadratique d�e�nie
positive gij , �a partir de laquelle on d�e�nit les � ij;k par (138), desquels on d�eduit, via (134), les �kij , le
d�eplacement parall�ele �etant r�egi par les formules (135).

On dira que l'on a ainsi d�e�ni une vari�et�e riemannienne.

Courbure en geom�etrie riemannienne 2D :

Soit C une courbe ferm�ee entourant une r�egion R d'une vari�et�e riemannienne.
Soit Z0 un vecteur tangent �a la courbe C et Z t le champ de vecteurs g�en�er�e par transport parall�ele le long

de cette courbe, suppos�ee param�etr�ee par 0� t � 1). Notons � C � = angle(Z0; Z1) la variation angulaire.
On montre facilement que cette variation angulaire ne d�epend pas en particulier duchoix de Z0.

Th�eor�eme : Supposons que la r�egionR soit su�samment petite pour tre domaine de validit�e d'un
syst�eme de coordonn�ees g�eod�esiques.

Alors

� C � = �
ZZ

R

gu;u

g
dA = �

ZZ

R
gu;u dudv

Preuve : d'abord, on passe de la premi�ere expression �a la deuxi�eme grâce �a la formule donnant l'�el�ement
d'aire dA = gdudv qui provient du d�eterminant de la matrice des gij .

La variation angulaire peut s'�ecrire comme int�egrale curviligne : � C � =
R

C
�
�ds

Si on applique (136) :� C � = �
R

C gu
�
vds = �

R
C gu dv = �

RR
R gu;u dudv

(cette derni�ere int�egrale par Stokes)

D�e�nition :

K (a) = �
gu;u (a)

g(a)
(139)

est appel�ee la courbure de Gauss ena.

Th�eor�eme : Si K est constante, et �a condition de placer des conditions aux fronti�eres, il y a exactement
une g�eom�etrie riemannienne ayant cette courbure constante. Selon queK > 0, K < 0 ou K = 0, elles sont
appel�ees g�eom�etries elliptique, hyperbolique ou euclidienne.

Preuve : L'�equation di��erentielle du second ordre gu;u + Kg = 0 se r�esoud imm�ediatement.

Th�eor�eme : si la m�etrique est orthogonale (en convenant de poser :E = e2, F = 0 ; G = g2), on montre
que

K = �
1
eg

��
ev

g

�

v
+

� gu

e

�

u

�

Remarques : 1) Cette formule est compl�etement sym�etrique en e; g; u; v.
2) si e = 1, on retombe bien sur (139)).
3) Si on ne veut pas faire intervenir les lettres minuscules, on peut �ecrire la formule pr�ec�edente sous la

forme :

K = �
1

2H

��
Ev

H

�

v
+

�
Gu

H

�

u

�
avec H =

p
EG
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